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VORWORT — PREFACE — AVANT-PROPOS 


] 


Der Aufgabenkreis unserer neuen Zeitschrift ist durch ihren Namen um- 
‘schrieben: Die «Zeitschrift fiir angewandte Mathematik und Physik» (ZAMP). 
sucht die Liicke zwischen den der reinen Mathematik und der reinen Physik | 
_ einerseits und den den konstruktiven Ingenieurwissenschaften andererseits ge- Ee 
-widmeten Zeitschriften auszufiillen. Sie will der Verdffentlichung von grund- 

_ legenden Forschungsarbeiten dienen, die auf der Anwendung mathematischer — : 
. - oder physikalischer Untersuchungsmethoden und Uberlegungen beruhen. 
3 Neben Originalarbeiten aus diesem Gebiet sollen regelmaBig auch zusam- 

_menfassende Berichte erscheinen, die den jeweiligen Stand der Erkenntnisse 
; auf einem bestimmten Teilgebiet darstellen und die damit Ausgangspunkte . 
- fiir die weitere Entwicklung bilden kénnen. 
{ Wichtige Forschungsergebnisse kénnen zur Sicherung der Prioritat auch in 
Form kurzer Mitteilungen kurzfristig verdffentlicht werden. Endlich sollen — 
_Notizen und Buchbesprechungen iiber die Ergebnisse wissenschaftlicher Ta- 


4 
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gungen und iiber literarische Neuerscheinungen orientieren. 
Die neue Zeitschrift kann ihre Aufgabe nur dann mit Erfolg erfiillen, wenn — Fon 
_sie sich auf das Interesse und die Mitarbeit der zustandigen Fachkreise stiitzen ak 
kann; die Herausgeber hoffen, da ihr dies gelingen mége. ie bs 
* YS c: 
The mission of our new periodical is indicated by its name: ‘The Journal _ ary 


of Applied Mathematics and Physics” (ZAMP), and its aim is to bridge the 
gap existing between the periodicals devoted to pure mathematics and physics _ #1 a 
on the one hand, and those confined to the constructive engineering sciences) 
on the other hand. It will function as a publication medium for papers on 
fundamental research based on the application of mathematical or physical 
‘methods and considerations. “Ba 
Apart from original papers covering this field, regular survey articles will Ripe 
be published summarizing the latest advances made in particular fields and 
constituting possible starting-points for further development. 
Tn order to ensure priority, important research results may be published at. ‘g 
‘short notice as brief reports. Other notices and book reviews will inform the = 
‘reader on the results of scientific congresses and recent literary publications. 
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PD) Vorwort — Preface — Avant-propos ZAMP 


The new journal can successfully attain its end only if it is backed by the 
interest and collaboration of those scientific circles for which it is primarily 
intended and the editors hope that the necessary support will be forthcoming. 


* 


Le but de la nouvelle revue est déja suggéré par son titre. Le Journal de 
Mathématiques et de Physique appliquées (ZAMP) se propose de jeter un pont 
entre les revues de mathématiques et de physique pures d’une part et celles 
qui traitent des sciences appliquées de l’ingénieur, d’autre part. Elle entend 
servir 4 la publication de travaux de recherches fondamentaux se basant sur 
l'emploi de méthodes d’investigation relevant des mathématiques ou de la 
physique. 

A coté de travaux originaux de ce genre paraitront également des articles 
plus généraux rendant compte des résultats déja obtenus dans un certain do- 
maine de connaissances et pouvant servir de point de départ pour des recherches 
ultérieures. 

D’importants résultats de recherches dont on voudrait s’assurer la priorité 
de publication pourront paraitre a bref délai sous forme de communications 
bréves. Enfin, la revue contiendra des notes sur les réunions a but scientifique 
et les livres nouvellement parus. 

La nouvelle revue n’arrivera a remplir la tache qu’elle s’est assignée que si 
elle peut compter sur l’intérét et la collaboration des milieux scientifiques et 
techniques compétents; les éditeurs espérent que cela lui sera possible. 


Redaktionskommission und Redaktor 


Ziirich, im November 1949 
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1. Ionen- und Elektronenleitung im festen K6rper 


Die elektrische Leitfahigkeit der Materie im festen Zustand beruht auf dem 
Transport von Ionen und Elektronen unter der Wirkung eines elektrischen 
Feldes. Wahrend Ionenleitung im wesentlichen nur in heteropolaren Kristallen 
und in Gldsern auftritt, ist Elektronenlettung grundsatzlich in jedem festen 
Kérper méglich, unabhangig von der Art der chemischen Bindung. Die Elek- 
tronenleiter lassen sich nun ihrerseits wieder in zwei deutlich unterscheidbare 
Klassen einteilen, namlich in Metalle und Halbletter. 

Metalle sind charakterisiert durch ihre hohen elektrischen Leitfahigkeiten, 
die etwa zwischen 5,9 - 103 und 6,7 - 10° 2-1 cm™ liegen. Die metallische Leit- 
fahigkeit steigt mit sinkender Temperatur an und springt bei einer Reihe von 
Metallen und Verbindungen mit Eintritt der Swpraleitungt) in der Nahe des ab- 
soluten Nullpunktes auf Werte, die wahrscheinlich gréBer sind als 10? Q-1cm-1. 
Wahrend die Supraleitung nach unseren heutigen Kenntnissen ein eindeutiges 
Kriterium fiir den metallischen Zustand ist, darf aus der GrdBe der Leitfahig- 
keit und einem negativen Temperaturkoeffizienten innerhalb eines beschrankten 
Temperaturgebietes allein nicht ohne weiteres auf metallische Leitfahigkeit 
geschlossen werden. Verschiedene Elemente, wie Si, Ge, Te, die auf Grund 
derartiger Beobachtungen lange Zeit als Metalle angesehen wurden, haben sich 
in neuerer Zeit, vom Standpunkt der Elektrizitatsleitung aus betrachtet, als 
Halbleiter erwiesen. 

Halbleiter, im heutigen Sinne des Wortes, sind Elektronenleiter, deren Leit- 
fahigkeit am absoluten Nullpunkt verschwindet. Mit steigender Temperatur 
nimmt die elektrische Leitfahigkeit im allgemeinen zu; es kénnen jedoch Tem- 
peraturbereiche existieren, in denen ihr Temperaturkoeffizient negativ ist. Es 
ist sogar zu erwarten, da8 fiir jeden Halbleiter eine bestimmte kritische Tem- 
peratur existiert, oberhalb welcher der Temperaturkoeffizient, wie bei Metallen, 
negativ wird. Umgekehrt spricht ein positiver Temperaturkoeffizient der elek- 
trischen Leitfahigkeit noch nicht eindeutig fiir einen Halbleiter, denn die Leit- 
fahigkeit fester Ionenleiter zeigt einen in groBen Ziigen analogen Temperatur- 
gang. Uberdies treten Ionen- und Elektronenleitung oft gleichzeitig nebenein- 
ander auf. Die eindeutige Unterscheidung zwischen Halbleiter und Ionenleiter 
ist daher meistens viel schwieriger, als im allgemeinen angenommen wird, und 
erfordert mindestens eine genaue Messung der Uberfiihrungszahlen. Der viel- 
umstrittene Fall des «-Ag,S stellt ein sprechendes Beispiel fiir die Schwierig- 
keit einer derartigen Analyse des Leitungsmechanismus dar’). 


1) Siehe z.B. die zusammenfassende Darstellung von E. Justr [5]?). 
*) Die Ziffern in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis auf S. 108. 
3) Siehe z.B. B. GuDDEN [8]. 
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__ Der nachfolgende Bericht befaBt sich zur Hauptsache mit der elektrischen 

-Leitfihigheit sowie mit galuanomagnetischen und thermoelektrischen Effekten in 

_ Halbleitern. Ionenleiter und Metalle bleiben auBer Betracht ; ebenso die fiir den 
_Metall-Halbleiter-Kontakt charakteristischen Gloichetiidereiakic sowie auch 
Probleme der Photoleitung und Photospannung. 


ee See re 


1 2. Halbleitertypen 


2.1 Eigenhalbleiter 


Eine als regulares Gitter kristallisierende Substanz enthalte im Volumen R 
_(Grundgebiet) eine groBe Zahl N gleichartiger Atome bzw. Ionenpaare. Auf 


2 
E Elektronen— 
; Es Leitungsband 
Ey 
£3 St Ale T 
[2h om = 
Locher— 
L eifungsband 
E, 
Ey 
Fig. 1 Fig. 2 
Energiebander im Kristallgitter. Energieschema des Eigenhalbleiters. 


Grund der Elektronentheorie des festen K6rpers [{1, 2, 7, 8, 9] ist bekannt, 
daB das Energiespektrum der Gesamtheit aller im Volumen R vorhandenen 
Elektronen eine diskontinuierliche Folge diskreter Energiezustande der folgen- 
den Art darstellt (Fig. 1): 

«Erlaubte» Energiebereiche endlicher GroBe E,F,, E,E3, EyE;,... (in Fig. 1 
horizontal schraffiert) sind durch «verbotene» Bereiche E,F,, E3 Fy, ... von- 
einander getrennt. Jeder erlaubte Energiebereich (sog. Energieband) enthalt 
genau N mégliche, d.h. durch zwei Elektronen entgegengesetzten Spins besetz- 
bare Energiestufen. In jedem Band sind demnach genau 2 N Elektronen unter- 
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zubringen. Elemente mit gerader Elektronenzahl besitzen daher vollstandig 
besetzte Energiebainder. Dagegen sind unvollstdndig besetzte Energiebander 
charakteristisch fiir Elemente mit ungerader Elektronenzahl. Der metallische 
Zustand ist dadurch gekennzeichnet, daB das héchste von Elektronen bean- 
spruchte Band unvollsténdig besetzt ist (Alkalimetalle) oder sich mit dem nachst- 
folgenden erlaubten Band teilweise iiberlappt (Erdalkalimetalle). 

Fiir den nichtmetallischen Zustand ist es dagegen typisch, daB fiir die Tem- 
peratur J =0 das héchste von Elektronen beanspruchte Band genau voll- 
staéndig durch 2 N Elektronen besetzt ist. 

Durch Anlegen praktisch erreichbarer elektrischer Felder kann den Elek- 
tronen eines voll besetzten Bandes kein Zusatzimpuls erteilt und damit kein 
Strom erzeugt werden. Nichtmetalle sind demzufolge am absoluten Nullpunkt 
Isolatoren. 

Fiir endliche Temperaturen ergeben sich jedoch neue Verhaltnisse. Mit 
wachsender Temperatur steigt die Wahrscheinlichkeit, daB Elektronen das 
héchste vollbesetzte Band verlassen (Fig. 2) und erlaubte Zustande im nachst- 
hoheren, Jeeren Band besetzen. Diese thermisch angeregten Elektronen sind im 
Gitter mehr oder weniger frei beweglich und liefern unter der Wirkung eines 
auBeren elektrischen Feldes einen Elektronenstrom. Der Anzahl n, Elektronen 
im Leztungsband entspricht eine gleich groBe Zahl m, von unbesetzten Zustan- 
den, sog. Léchern, im bisher vollbesetzten Band, die zu einem Locherstrom An- 
laB geben. Wahrend die Elektronen infolge ihrer negativen Ladung zur Rich- 
tung des elektrischen Feldes entgegengesetzt beschleunigt werden, erfahren die 
Locher Krafte im Richtungssinn des Feldes, d.h. sie verhalten sich wie Positive 
Ladungstrager. In beiden Bandern ist somit ein Ladungstransport méglich: 
Der am absoluten Nullpunkt vollstandig nichtleitende Kristall wird bei hheren 
Temperaturen Jeitend. 

Die Zahl N,, der Elektronen im Leitungsband 14Bt sich nach Witson [129] 
folgendermaBen berechnen: Die Zahl der Energiestufen (Eigenwerte) im Ener- 
gieintervall dE, die sog. Eigenwertdichte D(E), betragt in der Nahe des unteren 
Randes FE, des Leitungsbandes 


4s tas h? 


Die ee (= in \ (E — E,)2dE. (1) 


R = Volumen des Grundgebietes, 
mz = effektive Elektronenmasse im Leitungsband, 
h|(2 ) = 1,01-10-?" ergs (Plancksche Konstante). 


| ll 


h 


Fir die Umgebung des oberen Randes des vollbesetzten Bandes gilt 


D,(B) dE = =, (A3F)" (e, — By a. (2) 


4 72 h? 


m¥ = effektive Elektronenmasse im vollbesetzten Band. 


x 
(a 
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_ Die effektiven Elektronenmassen m* und m¥ sind im allgemeinen mit der Ruhe- 
"masse m, des Elektrons nicht identisch. Sie tragen in summarischer Weise der 
2 Be tsache Rechnung, daB sich die Elektronen innerhalb des Kristallgitters nicht 
_in einem konstanten, sondern in einem raumlich periodischen Potential mit der 
_ Periode des Kristallgitters bewegen. 
, Fiir die Anzahl Elektronen N(Z) mit Energien zwischen E und E + dE gilt: 


N(E) dE = 2 D(E) w(E) dE, (3) 


a 
- 


r wobei w(E) die Fermi-Diracsche Verteilungsfunktion bedeutet, d.h. 


at 
w(E) = {oon (4) 


= Energieparameter, fiir T = 0 Grenzenergie der Fermi-Diracschen Verteilung, 
h = Boltzmannsche Konstante, 
T = absolute Temperatur. 


i Im stationaren Fall mu8 die Gesamtzahl N, der Elektronen im Leitungs- 
Brand gleich der Zahl N, der Locher, d.h. der peulendan Elektronen im fast 
vollbesetzten Band sein, d.h. nach (3): 


Noe Ny= 2 | DAP) w(E) dE = 2 / D,(E) [1 — w(E)] dE. 
“ ee ry, SNe (5) 
Leitungsband volles Band 


Durch Einsetzen von (1), (2) und (4) und Weglassen gemeinsamer Faktoren 
folgt mit zweckmaBigen Integrationsgrenzen : 


Ms aaieray a =(E-O)jrAT +1 * 


E, — 090 


By 
ye fe (E—E,) dE _ 43/2 (er erer (6) 


Nun liegt die «Fermi-Energie» ¢ zwischen den beiden Bandrandern £, und £, 
(Fig. 2). Das linksstehende Integral in (6) erstreckt sich daher tiber Energien 


Eel Cc, 
fiir das rechtsstehende gilt 
WS, Ee 8 
Fiir nicht zu kleine Breiten 
AE, = E,—E, (7) 


des verbotenen Gebietes bzw. hinreichend tiefe Temperaturen darf daher im 
Nenner beider Integranden die GréBe + 1 neben der Exponentialfunktion ver- 
nachlissigt werden. Dies bedeutet, daB die Energiezustande des Leitungsbandes 
nur schwach besetzt sind. Die Konzentration der Leitungselektronen sowie 
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die Lécherkonzentration im vollen Band ist also sehr gering. Das Gas der 
Leitungselektronen ist demnach nicht entartet und wird durch die Maxwell- 
Boltzmannsche Statistik geniigend genau beschrieben. Auf das Problem der 
Entartung wird im nachsten Abschnitt eingegangen. 

Im nichtentarteten Fall vereinfacht sich (6) zu 


fee) Ey 
mgs? | (E _ F,)V2 © AT dE = m3 (E, — E)'? e@- OFT dE 
E, —0 


und liefert durch Auswertung fiir die Grenzenergie £ den Ausdruck 


* \ 3/2 
Res Sates AA log (7) 


ear (8) 
Mit diesem Wert von ¢ folgt aus (1), (4), (5) und (7) mit » = N/R fir die Zahl 
der Elektronen 1; im Leitungsband bzw. die Zahl der Locher 1; im fast vollen 
Band pro Kubikzentimeter: 


# 3/2 / m* \3/4 
ee ene ae 

Die Zahl der Ladungstrager pro Kubikzentimeter steigt demnach mit der 
Temperatur sehr rasch an und hangt auBer von den effektiven Elektronen- 
massen m* und m# wesentlich von der GroBe AE,, der sog. Aktivierungs- 
energie, ab. Jede dieser GrdBen ist durch die Geometrie des Gitters sowie 
die Art der an seinem Aufbau beteiligten Atome bzw. Ionen grundsatzlich 
in eindeutiger Weise festgelegt und damit fiir jede vorgegebene Substanz 
eigentiimlich. Stoffe, welche auf Grund des beschriebenen Mechanismus leiten, 
bezeichnet man als Exgenhalbleiter. Da die Leitfahigkeit proportional zur Zahl 
der Ladungstrager ist und diese bei gegebenen Daten des Gitters nach (9) 
einzig von der Temperatur abhangt, miiBte die Leitfahigkeit bei konstanter 
Temperatur eine fiir jeden Stoff charakteristische Materialkonstante sein. Dies 
steht jedoch im Widerspruch mit dem iiberwiegenden Teil aller bisherigen 
Erfahrungstatsachen. Die Leitfahigkeit hangt im Gegenteil in auffallender 
Weise von Abweichungen vom stichiometrischen Gleichgewicht und von Art und 
Konzentration gitterfremder Einlagerungen ab. 


2.2 Uberschup- und Mangelleiter 


Gitterbaufehler, d.h. Fehlstellen oder gitterfremde Einlagerungen, haben 
zur Folge, daB im Energieschema der Elektronen zusdtzliche Energieniveaux 
auftreten. Niveaux in kleinem energetischem Abstand unterhalb des unteren 
Randes des Leitungsbandes, welche bei tiefen Temperaturen von Elektronen 


tae RES 
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_besetzt sind, wirken als Elektronenspender (Donatoren). Durch thermische An- 
_regung werden Elektronen in das Leitungsband abgegeben und geben dort 
AnlaB zu Elektronenleitung (Fig. 3). Umgekehrt wirken nahe oberhalb des 
oberen Randes des vollbesetzten Bandes und bei tiefen Temperaturen unbe- 
_Setzte Niveaux als Elektronenempfinger (Akzeptoren). Bei hdheren Tempera- 
_turen wird ein Teil der Empfangerniveaux durch Elektronen des vollen Bandes 
_besetzt. Dies hat Locherleitwng im nunmehr unvollstandig gefiillten Band zur 
Folge (Fig. 4). Halbleiter der erstgenannten Art (-Typ) bezeichnet man als 
- Uberschup, die der zweiten Art (f-Typ) als Mangelleiter; beide gemeinsam als 
_ Storhalbleiter. 


Elektronen — 
| Leifungsband | leeres Band 
@ 
else lees 
@000@@0-@ "5, Donadoren 
fs Aq Akzeptoren 
3 c -|AE, 
x Loch 
OCHEP — 
3 ait reed | Leitungsband 
Fig. 3 Fig. 4 
Energieschema des UberschuShalbleiters. Energieschema des Mangelhalbleiters. 


Die Zahl der Elektronen , bzw. der Lécher 1, pro Kubikzentimeter be- 
rechnet sich fiir kleine Konzentrationen der Ladungstrager nach WILSON [129] 
ahnlich wie im Fall des Eigenhalbleiters. 

Im Zustand des thermischen Gleichgewichtes muB die Zahl der Elektronen 
im Leitungsband gleich der Zahl der ionisierten Donatoren sein, d.h. 


Ne 2/ D8) E) dE = N,[1 — w(E)). (10) 


Np = Zahl der tion im Grundgebiet, 
Ej = Energieniveau der Elektronenspenderstellen. 


Durch Einsetzen der Eigenwertdichte aus (1) sowie der Verteilungsfunktion 
‘und durch Einfiihrung der Donatorenkonzentration ,) = N,/R folgt: 


co 
1 (2m#\3/2 ( (E—E,)? dE i Agen (11) 
27? ( h? ) ee OkT 1 e-(Ej- OAT 1 
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Beschrinkt man sich wiederum auf geniigend hohe Werte der Aktivierungs- 
energie AE, = E, — E; (Fig. 3) baw. tiefe Temperaturen, so vereinfacht sich 
(11) zu Fs 


Se ( el ee (E — E,)'2 e E-OAT ge = my oP ORT (12) 
a4 


E2 


Die Integration 14B8t sich leicht ausfiihren, und man gewinnt fiir ¢ den Aus- 
druck 


nap ge? We a k ae my 
¢ = “15-1 + AT [log ny 10g laa : (13) 
woraus durch Einsetzen auf der rechten Seite von (12) sofort folgt 
1 ( 2m$kT\34 | yo -AEp|(2kT} 
= co ag a ele, es 14 
LEN ( mh” ) 2 (14) 
Np = Zahl der Donatoren pro Kubikzentimeter, 
mx = effektive Elektronenmasse im Leitungsband, 
AEp = Aktivierungsenergie der Donatoren. 
Der entsprechende Ausdruck fiir Mangelleiter lautet 
1 (2mPERT\34 v0 aE g|(2kT) 15 
LD = mh? ) LF le: : (15) 


n, = Zahl der Akzeptoren pro Kubikzentimeter, 
m¥ = effektive Elektronenmasse im fast vollen Band, 
AE, = Aktivierungsenergie der Akzeptoren. 


In beiden Fallen ist die Temperaturabhangigkeit der Konzentration der La- 
dungstrager gleich wie fiir den Eigenhalbleiter, mit Ausnahme der niedrigeren 
Potenz in der die Temperatur vor der Exponentialfunktion auftritt. Als neue 
Gr6Ben treten jedoch die Konzentrationen , und 1, der Spender- und Emp- 
fangerstellen auf. Damit wird die Theorie mindestens formal der experimentellen 
Tatsache gerecht, daB die Leitfahigkeit aller bekannten Halbleiter durch che- 
mische Prozesse, wie Oxydation und Reduktion, oder Einlagerung von Fremd- 
atomen (Verunreinigungen) in weiten Grenzen verandert werden kann. 

Es ist klar, daB in jedem Halbleiter Spender- und Empfangerstellen gleich- 
zeitig auftreten kénnen. Es muB auch damit gerechnet werden, da8 nebenein- 
ander verschiedenartige Spender bzw. Empfanger mit unterschiedlichen Akti- 
vierungsenergien existieren. AuBerdem ist zu beachten, daB jeder Stérhalbleiter 
bei hinreichend hohen, mit der Existenz des betreffenden Kristallgitters ver- 
traglichen Temperaturen Eigenleitung zeigen mu8. Daraus geht hervor, daB 
man unter Umstanden mit recht verwickelten Verhaltnissen zu rechnen hat, 
deren Aufklarung sehr sorgfaltige experimentelle Untersuchungen erfordert. 


, 
és 
_ Vol. I, 1950. Elektronenleitung in Nichtmetallen it 


2.3 Entartungserscheinungen 


Die im vorigen Abschnitt angegebenen Ausdriicke fiir die Zahl der Ladungs- 
_trager als Funktion der Temperatur kénnen nur richtig sein, solange ihre Kon- 
_zentration wesentlich kleiner ist als die durch das Entartungskriterium gegebene 

_kritische Dichte 
3 1 2mk 
; Nrvit = jae ( 2 


re = 3,6- 10%. T8?2, (16) 


Bei welchen Temperaturen das Elektronengas eines Halbleiters entartet, hangt 
davon ab, wie die Elektronenzahl m mit der Temperatur variiert. Nachdem im 
_wesentlichen 


now ge 7 SENeRT) 


ist, fiir tiefe Temperaturen also sehr rasch klein wird und fiir hohe Tempera- 
turen einem konstanten Grenzwert zustrebt, ist Entartung weder fiir sehr hohe 

noch fiir sehr tiefe, sondern fiir mittlere Temperaturen zu erwarten. Fiir 
-hodhere Konzentrationen als 7,,;, sind die bei der Ableitung von (9), (14) und 

(15) gemachten Vernachliassigungen, die gleichbedeutend mit der Anwendung 
der Maxwell-Boltzmann-Statistik sind, nicht mehr zulassig. Andererseits er- 
_reichen die Elektronen- bzw. Lécherkonzentrationen auch in gutleitenden Halb- 
-leitern die hohen Werte in Metallen nicht, die eine vdllige Entartung des Elek- 
-tronengases zur Folge haben. Fiir Halbleiter wird daher gerade das Gebiet 
_schwacher Entartung wichtig, welches von SHIFRIN [121] ausfiithrlich diskutiert 

worden ist. Fiir einen UberschuBhalbleiter ist somit Gleichung (11) streng zu 
-lésen. Mit den Substitutionen 


Soe — Be. iG Seok ans _ -,:—£, _ A4Ep 
ee oe gf RT !!URT 
folgt aus (11) 
H1I2 dx 
Siem aie et = hn (17) 
0 
mit ‘ 
h2 3/2 
| eer | PY del ee 
Ae ered, 


SHIFRIN hat gezeigt, daB der Parameter mw ein MaB fiir den Entartungsgrad 
darstellt. Die Bedingung « = 0 ist identisch mit dem Entartungskriterium (16) 
und bedeutet, daB die Grenzenergie ¢ gerade mit dem unteren Rand Ey des 
Leitungsbandes zusammenfallt. Solange w < —2 ist, d.h. solange die Grenz- 
energie um mehr als 2#T unterhalb des unteren Randes des Leitungsbandes 
liegt, darf das Elektronengas als nichtentartet betrachtet werden. Fiir uw = +1 
tritt dagegen bereits villige Entartung ein; die Grenzenergie ¢ liegt in diesem 
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Fall oberhalb des unteren Randes des Leitungsbandes. Aus ys = 0 bzw. (16) 
kann leicht eine Beziehung zwischen den kritischen Werten der Aktivierungs- 
energie AE, und der Donatorenkonzentration 1, als Funktion der Temperatur 
gefunden werden, fiir welche Entartung eintritt. 

Die Lésung des Problems erfordert wiederum die Bestimmung von ¢ bzw. wu 
aus Gleichung (17) als Funktion der Temperatur. Wahrend SHIFRIN hierzu 
eine graphische Methode verwendet, haben Buscu und LaBuart [36] fiir /,/o(1) 
eine Entwicklung angegeben, welche die Funktion fiir alle Werte von w= +1,5 
mit einer befriedigenden Genauigkeit von + 3,5% wiedergibt und eine ana- 
lytische Behandlung der Gleichung (17) erméglicht1). Nachdem ferner fir 
ws = +1,5 eine aus der Sommerfeldschen Theorie der Metallelektronik bekannte 
Entwicklung existiert, ist grundsatzlich eine Berechnung der Zahl der Leitungs- 
elektronen als Funktion der Temperatur fiir jeden Entartungsgrad méglich, 
wenn auch die erforderlichen Rechnungen etwas umstandlich werden. Ent- 
artungserscheinungen spielen aber fiir gutleitende Halbleiter wie PbS, PbSe, 
SiC und bei den heute besonders interessierenden halbleitenden Elementen, 
wie Si, Ge, eine wesentliche Rolle [81, 106, 108]. 


2.4 Wesen und GroBe der Aktivierungsenergie. Natur der Storstellen 


Die Aktivierungsenergie AE, eines Eigenhalbleiters ist gleich dem energeti- 
schen Abstand des Leitungsbandes vom héchsten vollbesetzten Band (Fig. 2). 
Die theoretische Bestimmung dieser GréBe erfordert eine genaue quantitative 
Berechnung der Eigenfunktionen und Eigenwerte der Elektronen fiir jedes 
Gitter. Solche Rechnungen sind z.B. fiir Diamant von KIMBALL [84] und 
Hunp [76] und fiir das ebenfalls als Diamantgitter kristallisierende Silizium 
von MULLANEY [102] und Hormes [75] durchgefiihrt worden. Leider sind diese 
Rechnungen gerade bei den fiir Halbleiter maBgebenden kleinen Energiediffe- 
renzen der Bandrander bis jetzt zu wenig genau durchfiihrbar, so daB man im 
allgemeinen auf eine experimentelle Bestimmung der Aktivierungsenergien an- 
gewiesen ist. Fiir Stérhalbleiter ist dagegen eine Abschatzung der Aktivierungs- 
energie mit Hilfe geeigneter Modellvorstellungen iiber die Natur der Stérstellen 
moglich. 


2.41 Ionenkristalle 


Nach den grundlegenden Arbeiten, hauptsachlich von WAGNER und 
poeOET NG) ist in einem heteropolaren Kristall, bestehend aus positiven 


1) Wie Putiey [108] bemerkt, ist es sowohl SutFri als auch Buscu und LABHART entgangen, 
da8 die Funktion /,/2/4) von McDoucaty und Stoner [92] sehr genau berechnet und tabelliert 
worden ist. Durch Anschlu8 der Naherungsformel von Buscu und Lapnarr an die exakten Werte 
reduzieren sich die Fehler auf weniger als + 1,5%. 

2) Siehe z.B. die zusammenfassende Darstellung von W. Josr [4]. 
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-Metallionen M* und negativen Metalloidionen X~ mit folgenden Abweichungen 
vom Idealgitter, d.h. Fehlordnungstypen, zu rechnen, welche zu einer Elek- 
_tronenleitung AnlaB geben kénnen. 


_ A. — Neutrale Metallatome () besetzen Zwischengitterplatze (Fig. 5). Da 


‘in den Zwischenraumen des Gitters im allgemeinen zu wenig Platz fiir ein neu- 
: trales Atom vorhanden ist, muB dieses als Ion M+ aufgefaBt werden, in dessen 
Kraftfeld ein Elektron eingefangen ist. 


= 


Fig. 5 Fig. 6 
_Fehlordnung in einem Ionengitter mit Metall- Tehlordnung in einem Jonengitter mit Metall- 
uberschu8. Neutrale Metallatome auf uberschuB8. Leerstellen im Anionenteilgitter. 
Zwischengitterplatzen. Elektronenleiter. Elektronenleiter. 


B. — Einzelne Platze des X--Gitters sind unbesetzt (Fig. 6). Zur Erhaltung 
der Ladung muB fiir jedes fehlende X~-Ion ein Elektron eingelagert werden, 
welches, chemisch betrachtet, irgendeines der benachbarten M+-Ionen in ein 


neutrales Atom (1) verwandelt. Da sich das zusatzliche Elektron jedoch mit 


-gleicher Wahrscheinlichkeit an alle nachstbenachbarten M+-Ionen anlagert, 
wird die Leerstelle [] (fehlende negative Ladung) zweckmaBiger als positive 
Ladung aufgefaBt, in deren Kraftfeld sich das Elektron bewegt. 

In beiden Fallen besteht im Gitter ein MetalliiberschuB, wie er chemisch 
durch eine Reduktion oder Erhitzen eines Kristalls im Dampf des am Gitter 
beteiligten Metalls erzeugt werden kann. 

Nach Mort [6] kénnen Storstellen der beschriebenen Art wnabhdngig von 
der Art des eingelagerten bzw. fehlenden Ions wie ein Wasserstoffatom behan- 
delt werden, dessen Elektron sich in einem Coulombschen Potential 


é 1 


rs iA) 


Vir) = — 


bewegt. ,,, ist eine effektive Dielektrizitatskonstante, die von der Polarisier- 
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barkeit der Umgebung der Storstellen abhangt und deren Wert zwischen der 
statischen und der optischen Dielektrizitatskonstante des Kristalls liegt. Der 
Bahnradius eines solchen Elektrons ist infolge des abgeschwachten Potentials 
bedeutend gréBer als im Wasserstoffatom und kann mehrere Atomabstande 
betragen. Fiir die Energiezustande ergibt sich daher mit (18) ein Ausdruck 
ahnlich dem fiir das Wasserstoffatom 


e* m* 1 
as : 19 
Ps eae ee G9) 
mit der Quantenzahl ~ = 1, 2, 3,.... 
Die Jonisierungsenergie E; einer Storstelle wird daher um den Faktor 1/3, 
kleiner als fiir das Wasserstoffatom, d.h. 


4mp 1 13,53 mz 

Eg Sie es eg eS (20) 
/ 2h? heyy keyg = Mo 

ms’ = effektive Masse des Elektrons, 

My = Ruhemasse des Elektrons. 


Nun ist aber E;; gleichbedeutend mit der Arbeit, die nétig ist, um das von der 
Storstelle eingefangene Elektron abzuldsen, d.h. ins Leitungsband zu heben. 
Der Grundzustand des Stératoms liegt also um den Betrag E;, unterhalb des 
unteren Randes des Leitungsbandes, d.h. Ej, ist identisch mit der Aktivie- 
rungsenergie AE, eines UberschuBleiters (Fig. 3). Ihr Wert 14Bt sich somit nach 
(20) abschatzen, und es zeigt sich, daB die Aktivierungsenergien um so kleiner 
zu erwarten sind, je starker polarisierbar das Kristallgitter ist. 

Halbleiter mit Stédrstellen der Typen A und B sind Elektronenleiter, denn 
die Stérstellen wirken als Donatoren. Ihre Konzentration erhéht sich nach MaB- 
gabe des Metalliiberschusses, d.h. durch chemische Reduktion. UberschuB- und 
Reduktionshalbleiter sind daher wesensgleich. Einer der’ typischen und am 
besten untersuchten Vertreter dieser Kategorie ist das ZnO. Weitere Beispiele 
sind in Abschnitt 3.3 angegeben. 

C. — Entsprechend dem Typus A sind tiberschiissige Metalloidatome X 
auf Zwischengitterplatzen vorstellbar. Es scheint jedoch, daB diese Art Fehl- 
ordnung infolge der groBen Ionenradien der Metalloide nicht realisiert ist. 

D. — Einzelne Platze des M+-Gitters sind unbesetzt (Fig. 7). Wegen der 
Erhaltung der elektrischen Gesamtladung des Kristallgitters mu8B mit jedem 
fehlenden Metallion auch ein Elektron aus dem Gitter entfernt werden. Dieses 
Elektron kann von irgendeinem der Fehlstelle benachbarten X~-Ion geliefert 


werden, welches dadurch in ein neutrales Atom (x) ubergeht. Ebensogut kann 


aber auch ein M+-Ion unter Ubergang in ein M++-Ion ein Elektron abgeben. 
Welcher der beiden Falle realisiert ist, hangt davon ab, ob das héchste voll 
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besetzte Band von Elektronen der X--Ionen oder der M+-Ionen beansprucht 
wird. Das fehlende Elektron verhalt sich wie ein positiv geladenes «Loch», 
welches sich analog zum Falle B im Potentialfeld 
der als negative Ladung wirkenden Leerstelle [] 
(fehlende positive Ladung) bewegt. Die Mottsche 
Uberlegung 14Bt sich daher auch auf dieses, eben- 
falls wasserstoffahnliche System anwenden, in- 
dem man lediglich das Vorzeichen der Ladungen 
vertauscht. Um eine derartige Fehlstelle zu ioni- 
sieren, d.h. das Loch abzutrennen und fiir den 
-Ladungstransport frei zu machen, ist bis auf den 
‘Unterschied in den effektiven Massen m* derselbe 
Energiebetrag E;,; nétig, wie er in (20) angegeben 
ist. Nun ist aber die Abtrennung eines positiv Fig. 7 
‘geladenen Loches physikalisch dasselbe, wie die Poe es 
-Anlagerung eines Elektrons. Um daher im héch- Mationenteileiiten Moehorleier 
sten vollbesetzten Band ein frei bewegliches Loch 

zu erzeugen, muB ein Elektron des vollen Bandes auf die um E;; hohere Energie 
gebracht werden. Die Energieniveaux der Elektronenempfangerstellen (Akzep- 
toren) liegen somit um den Betrag 


13,53 mz 
het Mo 


oberhalb des oberen Randes des vollen Bandes (Fig.4). m# bedeutet die effek- 
tive Masse eines Loches. £;, ist daher gleich der Aktivierungsenergie AF 4 
eines Mangelleiters. 

In den beiden Fallen C und D herrscht im Gitter Metallmangel. 

Die Konzentration der Akzeptoren wachst mit zunehmendem Metallmangel, 
‘d.h. durch Oxydation. Einer der am besten untersuchten Mangelleiter ist das 
‘Cu,O. — Weitere Beispiele siehe unter Abschnitt 3.3. 

Von einigen Verbindungen ist bekannt, daB sie sowohl als UberschuB- wie 
auch als Mangelhalbleiter in Erscheinung treten kénnen. Untersuchungen von 
Bauer [21], EcKART und RaITHEL [48], EISENMANN [50], HINTENBERGER [70] 
und Morton [101] an PbS und PbSe sowie von MEYER und NELDEL [96] am 
UO, haben gezeigt, daB in diesen Substanzen durch einen UberschuB an Metall 
Elektronen-, durch einen Uberschu8 an Metalloid dagegen Locherleitung auf- 
tritt. Solche Halbleiter werden als amphoter bezeichnet. 


Ej, = eV ; (21) 


2.42 Valenzkristalle 


Es ist klar, daB in einem aus neutralen Atomen aufgebauten Gitter, wie 
Diamant, Si, Ge, SiC, mit vollbesetzten Energiebandern ein anderer Mechanis- 
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mus fiir die Elektronenleitung verantwortlich sein muB als fiir Ionenkristalle. 
Auf Grund umfangreicher Forschungsarbeiten zahlreicher amerikanischer For- 
scher?) ergibt sich folgendes Bild: 

Silizium und Germanium sind Elemente der IV. Gruppe des periodischen 
Systems. Es hat sich nun gezeigt, daB Einlagerungen in kleinen Konzentra- 
tionen von dreiwertigen Elementen, wie B oder Al, im allgemeinen Mangel- 
leitung, Zusdtze von fiinfwertigen Elementen, wie P, Sb, As, dagegen im allge- 
meinen UberschuBleitung erzeugen. Die dabei auftretende Fehlordnung soll 
nach Angaben von PEARSON und BARDEEN [106] Substitutionscharakter haben, 
d.h. daB regulare Platze des Si-Gitters durch Fremdatome, z.B. P oder B, 
besetzt werden (Fig. 8 und 9). 


Fig. 8 Fig. 9 
Fehlordnung in einem Valenzgitter. Fehlordnung in einem Valenzgitter. 
Dreiwertige Boratome auf regularen Funfwertige Phosphoratome auf regularen 
Gitterplatzen. Lécherleiter. Gitterplatzen. Elektronenleiter. 


Im idealen Si-Gitter (Diamanttyp) ist jedes Si-Atom tetraedrisch von 4 Si- 
Atomen umgeben. Wird nun ein Si-Atom durch ein fiinfwertiges P-Atom er- 
setzt, so wird eines der 5 Valenzelektronen nicht fiir die Bindung beansprucht. 
Es wird sich also ahnlich wie ein Elektron verhalten, das von einer Fehlstelle 
in einen Ionenkristall eingefangen wurde, d.h. sich auf einer wasserstoffahn- 
lichen Bahn um das eingelagerte P-Atom bewegen. Die quantitativen Betrach- 
tungen sind daher ganz ahnlich wie fiir Ionengitter und zeigen, daB in diesem 
Fall ein UberschuBleiter entsteht. 

Ein eingelagertes dreiwertiges B-Atom hat dagegen ein Elektron weniger, 
als erforderlich ist, um die Valenzbindungen abzusattigen, und hat, wie leicht 


1) Vgl. etwa H.C. Torrey und C.A.WuitMEeR [10]. 
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Be eecchen ist, Mangelleitung zur Folge. Auf Grund der beschriebenen Vor- 
-stellungen ist zu erwarten, daB Halbleiter mit homéopolarer Bindung grund- 
“satzlich amphotere Halbleiter sind. Tatsachlich ist fiir Si, Ge und SiC sowohl 
UberschuB- wie auch Mangelleitung nachgewiesen worden. 

_ Ein Umstand, der zweifellos eine Vertiefung dieser sehr erfolgreichen Vor- 
‘Stellungen erfordert, liegt darin, daB auch Einlagerungen von Sn, das ebenfalls 
| der IV. Gruppe des periodischen Systems angehort, in ahnlicher Weise Stér- 

halbleiter erzeugen. 


2.43 Halbleiter mit ungefiilltem 3 d-Band}?) 


Eine gewisse Sonderstellung nehmen die Verbindungen der Elemente Sc, 
Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co und Ni ein. Bei diesen Elementen ist die 3 d-Elektronen- 
schale nicht vollstandig besetzt, wahrend die 4 s-Schale ganz oder wenigstens 
teilweise aufgefiillt ist. 

Substanzen wie z.B. MnO, CoO, NiO, Fe,O, usw. weisen daher unvoll- 
standig gefiillte 3 d-Bander auf. 

Auf Grund der Bandertheorie der elektrischen Leitung sollte man bei diesen 
Stoffen metallische Leitfahigkeit erwarten. In Wirklichkeit liegt aber ihre 
Leitfahigkeit bei Zimmertemperatur in der GrdBenordnung von 10-7 bis 
10-8 Q2-1cm~! und der Temperaturverlauf der Leitfahigkeit entspricht dem 
eines typischen Halbleiters. 

Auf diesen Widerspruch haben DE BoER und VeRWEY [44] hingewiesen. 
Thre Erklarung ist folgende: Bei diesen Verbindungen kann die Bandertheorie 
nicht angewendet werden, weil die Eigenfunktionen der 3 d-Elektronen am Ort 
eines Nachbaratoms oder -ions im Gitter praktisch verschwinden. Mit anderen 
Worten: Die 3 d-Elektronen geh6ren zu bestimmten Atomen oder Ionen und 
sind keineswegs im Gitter frei beweglich, wie dies in der Metallelektronik an- 
genommen wird. Zwischen den einzelnen Gitterplatzen befinden sich demnach 
Potentialwille. 

Der Grund fiir dieses Verhalten der 3 d-Elektronen liegt darin, daB sie nicht 
am Mechanismus der chemischen Bindung beteiligt sind. Das 3 d-Band liegt 
bei einem zweifach positiv geladenen Ion energetisch tief (3. Ionisierungsspan- 
nung) und ist infolge der geringen Wechselwirkung zwischen den 3 d-Elektronen 
benachbarter Atome schmal. Bei dieser Sachlage ist der Mechanismus der Elek- 
tronenleitung in Verbindungen mit ungefiilltem 3 d-Band sehr ahnlich zu be- 
handeln wie die Elektrizitatsleitung bei Ionenleitern. 

Die 3 d-Elektronen k6énnen infolge ihrer thermischen Anregung und infolge 
des Tunneleffektes in benachbarte, aquivalente Gitterplatze gelangen. Wenn 
die Nachbarschaft normal besetzt ist, werden sie sofort wieder in den alten Platz 


1) Die Abfassung der Abschnitte 2.43 und 3.325 verdanke ich Herrn Dr. H.LABwart am 
Institut fiir technische Physik an der ETH. 
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zuriickfallen. Sitzt aber am Nachbarplatz aus irgendeinem Grund ein Ion des 
gleichen Elementes, das ein Elektron weniger hat, so wird dort die Aufenthalts- 
dauer so lang, daB in dieser Zeit ein Elektron aus einem dritten Gitterplatz an 
die verlassene Stelle springt. Wird bei diesen Platzwechselvorgangen infolge 
eines angelegten Feldes eine Richtung bevorzugt, so resultiert ein Ladungs- 
transport. 


Fiir diesen Leitungsmechanismus ist nétig, daB an aquivalenten Gitter- 
platzen Ionen des gleichen Elementes mit verschiedener Ladung sitzen. Dies 
kann aus verschiedenen Griinden der Fall sein. 


Erstens kénnen Abweichungen von der streng stéchiometrischen Zusam- 
mensetzung der Stoffe dazu AnlaB geben. Denken wir uns z.B. NiO mit einem 
geringen Uberschu8 von Sauerstoff. Nach Untersuchungen von DE BorErR und 
VERWEY [44] entstehen im Gitter in diesem Fall Fehlstellen von Nit++-Ionen. 
In der Nachbarschaft einer solchen Fehlstelle verlieren zur Aufrechterhaltung 
der Ladungsbilanz zwei Ni++-Ionen je ein Elektron. Da die entstandenen Nit*- 
Ionen, bei denen die .Lage des 3 d-Bandes durch die Nahe der Storstelle aller- 
dings etwas beeinfluBt ist, an A4quivalenten Gitterplatzen sitzen wie die Ni+++- 
Ionen, ist die Bedingung fiir den obenerwahnten Leitungsmechanismus erfiillt. 


Zweitens gibt es Kristallgitter, in denen an 
aquivalenten Gitterplatzen verschieden ge- 
ladene Ionen des gleichen Elementes sitzen 
k6dnnen. Solche Verhaltnisse liegen beim S#7- 
nellgitter vor. In diesem Gitter kristallisieren 
viele zu der hier besprochenen Gruppe ge- 
hérenden Verbindungen, wie z.B. Fe,Q,, 
FeOCr,0,, MnOFe,O, usw. 


Das Spinellgitter besteht aus einer im 
wesentlichen kubisch dichtesten Packung von 
Sauerstoffionen (Fig. 10). Greift man eine 
kubische Elementarzelle heraus, die 32 Sauer- 
stoffionen enthalt, so findet man zwischen den 
Sauerstoffionen 32 Hohlraume, die oktaedrisch 
von O-~ umgeben sind, und 64 Hohlraume, 

Fig. 10 die tetraedrisch von O—— umgeben sind. Von 
Elementarzelle des Spinellgitters. diesen Hohlraumen sind solche 16 oktaedrisch 
Poe. oe umgebene und 8 tetraedrisch umgebene von 
platze. Schraffierte Platze = Oktaeder- den zwei- und dreiwertigen Metallionen be- 
platze. (Nach VerwryundHEILMANN.) — setzt, daB die kubisch-holoedrische Symmetrie 
erhalten bleibt. 


Bei vielen Substanzen sitzen alle dreiwertigen Ionen an den Oktaeder- 
platzen und alle zweiwertigen an den Tetraederplatzen. Da in diesem Falle 
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aquivalente Gitterplatze lauter gleichgeladene Ionen enthalten, gibt ein solches 
Gitter zu keiner Leitfahigkeit AnlaB. 

BarTH und Posnjak [19] haben jedoch gezeigt, daB bei zahlreichen im 
Spinellgitter kristallisierenden Substanzen die 8 Tetraederplatze von dreiwer- 
tigen Ionen eingenommen werden, so da8 die 16 Oktaederplatze von gleich 
vielen zwei- und dreiwertigen Ionen besetzt sind (inverses Spinellgitter). Auf 
diese Tatsache bauen VERWEY, HAAYMAN und RomEIJN [124] ihre Theorie 
liber den elektrischen Leitmechanismus in Oxyden mit Spinellstruktur. Wenn 
namlich die zwei- und dreiwertigen Ionen an den Oktaederplatzen zum gleichen 
Element gehéren und statistisch verteilt sind, wird durch den Ubergang eines 
Elektrons von einem zweiwertigen zu einem dreiwertigen Ion der Zustand des 
Gitters nicht gedndert und im Mittel keine Energie aufgenommen. Beim An- 
legen eines Feldes wird dabei ein Strom flieBen. Weil Fe,O, ein solches inverses 
Spinellgitter besitzt, erklart sich somit das hohe elektrische Leitvermégen die- 
ser Verbindung. 

Im Fe,O, lassen sich leicht die Fe++-Ionen durch andere zweiwertige Ionen, 
wie Nit+, Zn++ usw., ersetzen. In einem solchen Kristall findet man statistisch 
tiber die Oktaederplatze verteilt z.B. Nit++- und Fet++-Ionen. Im allgemeinen 
ist dabei der Ubergang eines Elektrons von Nit+*+ zu Fe+++ mit Energieaufwand 
verkniipft?) und daher weniger wahrscheinlich. Damit sinkt auch das elektrische 
Leitvermégen, und bei groBen Energiedifferenzen wird der Stoff praktisch zum 
Tsolator. 


3. Elektrische Leitfahigkeit und galvanomagnetische Effekte 


3.1 Theoretische Grundlagen 


3.11 Elektrische Leitfahigkeit 


Die elektrische Leitfahigkeit eines Halbleiters, in welchem gleichzeitig Elek- 
tronen- und Licherleitung wirksam sind, 14Bt sich durch einen Ausdruck folgen- 


der Art darstellen: 
o= en, by, + € M, 5. (22) 


Darin bedeuten mg und , die durch (9) bzw. (10) und (11) gegebenen Elek- 
tronen- bzw. Lécherkonzentrationen; b, und 0; sind die Beweglichkeiten der 
entsprechenden Ladungstrager. Die Beweglichkeit ist ihre mittlere, durch die 
Feldstarkeeinheit erzeugte Translationsgeschwindigkeit. Im Falle eines nicht- 
entarteten Elektronengases ergibt sich fiir die Beweglichkeit auf Grund der 


1) Wenn bei diesem Vorgang Energie gewonnen wiirde, tibernahme Ni die Rolle des dreiwertigen 
und Fe die Rolle des zweiwertigen Ions. 
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klassischen Theorie von H. A. LORENTZ 


4 éelpr 23 
Ch eee (20 mt aT)? (23) 


Darin bedeuten Jz, die mittlere freie Weglange und még, die effektive Masse 
der Elektronen bzw. der Locher. 

Die Hauptschwierigkeit fiir eine abgeschlossene Theorie der Leitfahigkeit 
in Halbleitern liegt nun gerade in der Berechnung konkreter Werte fiir die 
freien Weglangen. Die Diskussion ihrer Abhangigkeit von der Temperatur ist 
dagegen in den meisten Fallen einfacher. Die freie Weglange eines Elektrons ist 
umgekehrt proportional zur Wahrscheinlichkeit einer Streuung durch das Kri- 
stallgitter. MaBgebend fiir die Streuwahrscheinlichkeit sind die Abweichungen 
von der strengen Periodizitat des idealen Gitters. Diese Abweichungen werden 
einerseits durch die Temperaturbewegung der Atome bzw. Ionen des Gitters, 
anderseits durch Stérungen des Gitters durch Fehlstellen und Einlagerungen 
hervorgerufen. Die freie Weglange / setzt sich also, ahnlich wie bei Legierungen, 
aus zwei Bestandteilen zusammen, und zwar gilt im einfachsten Fall, d.h. 
unter der Annahme der nicht unbeschrankt giilltigen Additivitat: 


i! 
ied ea ° (24) 


Dabei ist 7, durch die thermisch angeregten Gitterschwingungen, /, dagegen 
durch die Gitterbaufehler, namentlich durch Einlagerungen gitterfremder 
Atome (Verunreinigungen) bedingt. 

Die Temperaturabhangigkeit des Gitteranteils 14Bt sich auf Grund einer 
elementaren Betrachtung verstehen. Die Wahrscheinlichkeit der Streuung eines 
Elektrons infolge der Temperaturbewegung der Gitterpartikel ist proportional 
zum Streuquerschnitt, d.h. proportional zum Quadrat ihrer Amplitude, und 
damit fiir hinreichend hohe Temperaturen proportional zur absoluten Tem- 
peratur 7. Die mittlere freie Weglange /, ist umgekehrt proportional zur Streu- 
wahrscheinlichkeit und steht daher im reziproken Verhaltnis zur Temperatur; 
d.h. es gilt im wesentlichen 


Ly ss ye . (25) 


Witson [129] und BronsTEIN [31] haben das Problem quantentheoretisch be- 
handelt. In Anlehnung an die Theorie von BLocu [23] untersuchten sie die 
Wechselwirkung der Halbleiterelektronen mit den Schallquanten des Gitters. 
Der Unterschied gegeniiber dem Metallproblem besteht darin, daB die Elek- 
tronen als nichtentartetes Gas, d.h. als Teilchen mit thermischen Geschwindig- 
keiten, behandelt werden. Es ergibt sich nicht nur fiir hohe, sondern fiir alle 
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praktisch bedeutsamen Temperaturen, d.h. etwa T > 1° K, dieselbe Abhangig- - 
keit von T wie in (25). 

Eine Verfeinerung der Theorie der freien Weglange von Elektronen in 
Tonenkristallen wurde von FROHLICH und Morr [57, 58] gegeben, wobei der 
_ Polaritat des Gitters Rechnung getragen wird. MaBgebend fiir die Streuung 
ist zur Hauptsache der optische Zweig der Gitterschwingungen. Diese Autoren 
finden fiir Leitungselektronen mit Maxwell-Boltzmann-Statistik fiir Tempera- 
turen unterhalb der charakteristischen Temperatur @ des Gitters, d.h. fiir 


ix O: 


6 Beast Tie 
ee ee ao(e (e9/T — 1). (26) 


/x Se ey) 


Die Konstanten bedeuten: 


€ bzw. €) = statische bzw. optische Dielektrizitatskonstante, 
ay = h?/m* e?; m* = effektive Elektronenmasse, e = Elektronenladung. 


Eine entsprechende Theorie fiir Valenzkristalle stammt von SEITz [120]. 
Infolge des unpolaren Charakters der Valenzbindung tritt weder im akustischen 
noch im optischen Zweig der Gitterschwingungen eine elektrische Polarisation 
auf. Das Modell entspricht also eher wieder dem von WILSON und BRONSTEIN 
bentitzten, und es ist daher zum vornherein ein Resultat zu erwarten, welches 
jenen Ergebnissen nahekommt. Tatsadchlich findet SrItz auf Grund seiner 
strengeren Theorie wiederum die Temperaturabhangigkeit (25), namlich: 


] Og hr e* aM SL 
9~ 4 C2km*? °T 


(27) 


mit folgender Bedeutung der Konstanten: 


c = Schallgeschwindigkeit, 
NM = Zahl der Atome pro Kubikzentimeter, 
M = Masse eines Atoms, 

k = Boltzmannsche Konstante. 


C ist eine Konstante, welche ungefahr proportional zur charakteristischen Tem- 
peratur des Gitters ist und ein MaB fiir die Wechselwirkung zwischen Gitter 
und Elektronen darstellt. Leider ist gerade diese Gré8e sehr unsicher bekannt 
und kann nur roh abgeschatzt werden. In der Seitzschen Theorie wird die 
Wechselwirkung von Elektronen mit Energien von der GréBenordnung kT 
mit den akustischen Gitterschwingungen allein beriicksichtigt, da die optischen 
Schwingungen infolge der hohen charakteristischen Temperaturen der meisten 
Valenzkristalle bei den praktisch in Frage kommenden Temperaturen noch 
kaum angeregt sind. 

Der Einflu8 von Gitterbaufehlern auf die freie Weglange bzw. die Beweg- 
lichkeit b, ist von CONWELL und WeIssKopF [42] untersucht worden, unter der 
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Annahme einer elastischen Streuung von Elektronen mit thermischen Ge- 
schwindigkeiten an statistisch im Gitter verteilten Fremdionen. Das Ergebnis 
lautet+) 

1 Noe eomnlA 


Dy ~~ (97) 62 (k T)3/2 log (1 at x?) , (28) 


wo x= (bedkT)/e? und die iibrigen Konstanten die folgende Bedeutung 
haben: 
n, = Konzentration der Fremdionen, 


é = Dielektrizitatskonstante des Kristalls, 
2d = mittlerer Abstand zwischen zwei benachbarten Fremdionen. 


Fiir nichtentartete UberschuB8- und Mangelleiter mit statistisch verteilten 
Fremdionen ergibt sich das folgende auf Grund theoretischer Betrachtungen 
gewonnene Bild: Wahrend der Gitteranteil /, nach (26) bzw. (27) mit steigender 
Temperatur abnimmt, ist fiir den Stérungsanteil 7, nach (28) eine Zunahme mit 
steigender Temperatur zu erwarten. Die wesentlichen Ziige der Temperatur- 
abhangigkeit der Beweglichkeit lassen sich somit fiir einen Valenzkristall mit 
eingelagerten Fremdionen angeben. Mit (23) und (28) ergibt sich unter Annahme 
der Additivitat beider Anteile nach (24) 


Fats AT, (2) 


Der erste Term stellt den Gitter-, der zweite den Stérungsanteil dar. 

Fur Jonenkristalle ist entsprechend (26) eine andersartige Temperaturabhan- 
gigkeit zu erwarten. Ein Vergleich mit der Erfahrung folgt in Abschnitt 3. 3. 

Auf Grund der vorangehenden Zusammenstellung ist es leicht, einzusehen, 
da8 sich einfache und tibersichtliche Verhaltnisse nur unter speziellen Voraus- 
setzungen ergeben kénnen. Beschrankt man sich auf Valenzkristalle und das 
Gebiet hinreichend hoher Temperaturen, so laBt sich die Temperaturabhangig- 
keit der Leitfahigkeit in einfacher Weise darstellen. In diesem Falle tritt die 
Streuung der Leitungselektronen durch Fremdionen hinter der Gitterstreuung 
zurtick, d.h. in (29) ist nur der erste Term maBgebend. Wahlt man anderseits 
die Temperatur tief genug, so daB keine merkliche Eigenleitfahigkeit angeregt 
wird, so ergibt sich fiir die Leitfahigkeit eines reinen Uberschuhalbleiters aus 
(22) mit m, = 0, (29) und (14) eine GesetzmaBigkeit von der Form 


O = ay) T 8/4 ¢~ 4Epi2hT) (30) 


a Eee 2ZmFk\3/4 119 
soa, ome 0 


1) Vgl. die korrigierte Formel bei G.L.Prarson und J. BARDEEN [106]. 
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In diesem Ausdruck sind alle temperaturunabhiangigen Gréfen in die Konstante 
ap zusammengefaBt. Dies ist die frither meistens angegebene Formel fiir die 
Leitfahigkeit eines Halbleiters, wie sie aus den grundlegenden Arbeiten von 
Witson folgt. Allgemeine Giiltigkeit kommt dem Ausdruck (30) jedoch nie- 
mals zu, und es ist daher nicht erstaunlich, da8, wenn tiberhaupt, nur wenige 
experimentelle Ergebnisse dadurch wiedergegeben werden. 

Entartete Halbleiter erfordern naturgem&B eine besondere Behandlung des 
Leitfahigkeitsproblems. Fir véllige Entartung findet man Verhialtnisse, welche 
der metallischen Leitung ahnlich sind [81], wahrend das Ubergangsgebiet 
schwacher Entartung umstandlicher zu diskutieren ist [36, 121]. 


3.12 Hall-Effekt 


Die Untersuchung des Hall-Effektes hat sich fiir die Abklarung des Lei- 
tungsmechanismus in Halbleitern als auBerordentlich aufschluBreich erwiesen. 
In einem in der x-Richtung von der Stromdichte 7, durchflossenen Leiter ent- 
steht unter der Wirkung eines Magnetfeldes H, eine zu j, und H, senkrecht 
stehende elektrische Feldstarke EF, von der GréBe 


b= Ride. (31) 


R ist die sogenannte Hall-Konstante. Die Elektronentheorie?) liefert fiir die 
Hall-Konstante eines Halbleiters mit gleichzeitiger Elektronen- und Lécher- 
leitung 
ry 32% Ne bh: re VAS b? 
R 8e . (ng bp + ny b;)? i (32) 


Speziell folgt daraus fiir einen Eigenhalbleiter (n,; = ny, = n) 


32 1 bp —= by, 33 
UC eae a erik ae pe) 


1 eels aoe (34) 


| aes alain (35) 


In den Formeln (32) bis (35) bedeutet ¢ den absoluten Betrag der Elektronen- 


1) Siehe etwa H. FROHLICH [2]. 
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ladung. Negatives Vorzeichen der Hall-Konstanten bedeutet daher negative 
Ladungstrager, d.h. Elektronen; positives Vorzeichen dagegen positive La- 
dungstrager, d.h. Locher. Allein durch Ermittlung des Vorzeichens der Hall- 
Konstanten kann daher zwischen Uberschu8- und Mangelleitung unterschieden 
werden. Fiir einen gemischten Leiter kann die Hall-Konstante nach (32) unter 
Umstinden Null werden. Eine quantitative Bestimmung von R liefert auBer- 
dem die Zahl der Ladungstrager n,; bzw. ,, deren Kenntnis natiirlich von 
ausschlaggebender Bedeutung ist. 

Durch Kombination der Hall-Konstanten R mit der Leitfahigkeit o ge- 
winnt man ein weiteres bemerkenswertes Resultat. Multipliziert man namlich 
o fiir einen reinen UberschuBleiter (7, = 0) nach (22) mit der entsprechenden 
Formel fiir R nach (34), so ergibt sich 


(E00) = ee (36) 
und entsprechend fiir reine Mangelleitung 
(Ro), = + — 8,. (37) 


Messungen von o und R als Funktion der Temperatur und deren Auswertung 
nach (36) bzw. (37) liefern daher direkt die wichtige Temperaturabhangigkeit 
der Beweglichkeit b bzw. der freien Weglange /. Die Kombination von Messun- 
gen der Leitfahigkeit und der Hall-Konstanten ist daher unerlaBlich fiir die 
Abklarung der Leitungsvorgange in einem Halbleiter. 

Der Einflu8 der Entartung auf den Hall-Effekt ist sehr gering. Es andert 
sich lediglich der Zahlfaktor in den Ausdriicken (32) bis (35), der bei vélliger 
Entartung statt 3 7/8 = 1,175 genau 1 wird. 


3.13 Magnetische Widerstandsanderung 


Die Anderung der Leitfahigkeit o bzw. des spezifischen Widerstandes o ist 
ein mit dem Hall-Effekt eng gekoppeltes Phanomen. Die Theorie?) ergibt fiir 
die relative Anderung der Leitfaihigkeit in einem Magnetfeld H: 


Og = Cine B(T) H2. (38) 


I) 


Die quadratische Abhangigkeit gilt, solange H < H,, wobei die kritische Feld- 
starke H fiir Zimmertemperatur von der GréSenordnung 500000 A cm-? ist. 


1) Siehe etwa H. FrOuLIcH [2], 


0 eS 


a 7 
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Fir den temperaturabhangigen Koeffizienten B(T) findet man 


B(T}) = —S20(R 93) (39) 


7 


Die GréBe (R op)? ist nach (36) bzw. (37) fiir reine UberschuB- bzw. Mangel- 
leiter bis auf konstante Faktoren gleich dem Quadrat der Beweglichkeit 0. 

Damit ist bei Vernachlassigung des Stérungsanteils in (29) fiir B(T) eine 
Temperaturabhangigkeit von der Form 


1 


B(T) ~ ay 


(40) 
zu erwarten. Die GréBe der Leitfahigkeitsanderung in einem konstanten Magnet- 
feld nimmt demnach auch fiir Halbleiter mit abnehmender Temperatur rasch 
zu, ahnlich wie es fiir Metalle bekannt ist. 

Fiir starke Felder, d.h. HS Hj, sollte dagegen ein vom Material und der 
Temperatur unabhangiger Sattigungswert 

eee 117 (41) 

59 
erwartet werden. 


Aus Messungen der Temperaturabhangigkeit der magnetischen Widerstands- 
anderung allein lassen sich dieselben Schliisse fiir den Temperaturgang der Be- 
weglichkeit ziehen wie durch eine Kombination von Messungen der Leitfahig- 
keit und des Hall-Effektes. 


3.2 Experimentelles 


3.21 Untersuchungsmaterial 


Es ist klar, daB alle bisherigen theoretischen Betrachtungen nur fiir homo- 
gene Halbleiter Giiltigkeit besitzen kénnen. Zwar wird ein Halbleiter natur- 
gemaB niemals homogen im strengen Sinne des Wortes sein, solange man mit 
statistisch verteilten Stérstellen des Gitters zu rechnen hat. Die Bedingung der 
Homogenitat wird daher etwa gleichbedeutend sein mit der Forderung, daB 
sich in Bereichen mit Dimensionen von der GréBenordnung der freien Weg- 
lange eine konstante Anzahl gleichartiger Storstellen befindet. 

Selbst diese Bedingungen werden im Experiment in den wenigsten Fallen 
erfiillt sein und sehr von den Umstianden abhangen, unter denen die Kvistal- 
lisation des Stoffes vor sich geht. Fiir den Experimentator wird daher die Be- 
schaffung bzw. Herstellung geeigneter Praéparate stets ein Hauptproblem dar- 
stellen. Die sehr zahlreichen experimentellen Arbeiten erstrecken sich auf Mate- 
rialien von recht verschiedenartiger Beschaffenheit, namlich: 
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1. Natiirliche Einkristalle (Mineralien). 

2. Synthetische Einkristalle; z.B. durch Sublimation oder aus Schmelzen mit 
und ohne Zusatz von Mineralisatoren. 

3. Dichte, polykristalline Kérper, z.B. erstarrte Schmelzen und in Verbindun- 
gen iibergefiihrte, zusammenhangende Metallstiicke (durchoxydierte Metall- 
folien). 

4. Pordése, polykristalline Haufwerke, wie PreB- und Sinterkorper. 

5. Kondensierte, polykristalline Schichten, durch Aufdampfen im Vakuum auf 
eine Unterlage. 

Von allen Méglichkeiten ist zweifellos die zweite die zweckmaBigste, und 
zwar diirften durch Sublimation hergestellte Einkristalle wohl die eindeutigsten — 
Verhaltnisse beziiglich ihrer Reinheit liefern. Die Schwierigkeit des Verfahrens 
liegt jedoch darin begriindet, hinreichend groBe Einkristalle zu erhalten. 

Fritscu [56] hat durch Sublimation hergestellte Einkristalle von ZnO 
untersucht. Die gréBten Kristalle waren Nadeln von ca. 5 mm Lange und einigen 
Zehntelsmillimetern Dicke. Uber neue Messungen an ZnO-Einkristallen ist von 
Haun, Russet und MILLER [65] berichtet worden. Im iibrigen bleibt jedoch 
in dieser Richtung noch sehr viel zu tun iibrig. 

Kristallisation aus der Schmelze kann zwar groBe Einkristalle liefern, doch 
ist stets damit zu rechnen, da8 das unvermeidliche Tiegelmaterial und allen- 
falls zugesetzte Mineralisatoren in unkontrollierbarer Weise mit der zu pra- 
parierenden Substanz reagieren. Leitfahigkeitsmessungen an Einkristallen 
groBer Reinheit wurden von CARTWRIGHT (38, 40,41], DE KEYSER, TEMMERMANN 
und COLEBUNDERS [45] und Bottom [27] am Tellur durchgefiihrt. Die Kri- 
stalle wurden dabei meist nach einem von SCHMID und WASSERMANN [112] 
angegebenen Verfahren hergestellt. Zu den synthetischen Kristallen ist auch 
das SiC zu rechnen, das an gut ausgebildeten Praparaten namentlich von 
Buscu und LABHART [36] untersucht worden ist. Allerdings handelte es sich 
dabei um ein industrielles Produkt von unbekanntem Reinheitsgrad, so daB 
gerade tiber die sehr wichtige Frage der Einschliisse keine Kenntnisse vorliegen. 

Ein anderes bemerkenswertes Verfahren hat ENGELHARD [49] angegeben. 
Danach ist es gelungen, einen Kupfereinkristall durch tagelanges Erhitzen an 
der Luft in einen homogenen und transparenten Cu,O-Einkristall iiberzufiihren. 

Polykristallin erstarrte SchmelzkGrper sind infolge der im allgemeinen sehr 
hoch liegenden Schmelztemperaturen der halbleitenden Verbindungen in den 
seltensten Fallen zuganglich. Fiir Si und Ge liegen die Verhdltnisse zwar ver- 
haltnismaBig giinstig, und den amerikanischen Arbeiten [10] liegt bisher aus- 
schlieBlich solches Material zugrunde. Jedoch scheint auch in diesem Falle die 
Einhaltung genau reproduzierbarer Herstellungsbedingungen schwierig zu sein. 

Ein weiteres Verfahren, das zu mehr oder weniger dichten Probekérpern 
fiihrt, besteht darin, daB Metallfolien hoher Reinheit z.B. durch Oxydation in 
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eine zusammenhangende Oxydschicht tibergefiihrt werden. Auf diese Weise 
haben in neuester Zeit WRIGHT und ANDREws [130] Leitfahigkeitsmessungen 
an NiO ausgefiihrt. 

_ Leider ist die weit iiberwiegende Zahl aller Leitfahigkeitsmessungen an 
porésem polykristallinem Material, meistens PreB- oder Sinterkérper, durch- 
gefiihrt worden. Homogenitat im oben definierten Sinn ist in solchen Prapa- 
raten wohl in den wenigsten Fallen zu erwarten, denn es mu8 damit gerechnet 
werden, daB die st6chiometrischen Verh4ltnisse an der Oberflache der Kristallite 
anders sind als in ihrem Innern. Dadurch kénnen Kontaktphanomene wirksam 
werden, die, wie wohl bekannt ist, zu véllig falschen Ergebnissen fiihren 
kénnen. Diesem Umstand muB es zugeschrieben werden, daB die Unter- 
suchungen verschiedener Autoren an ein und derselben Substanz, wenn auch 
in qualitative, so doch fast niemals in quantitative Ubereinstimmung zu bringen 
sind. 

Nicht viel giinstiger liegen die Verhaltnisse an halbleitenden Schichten, 
welche durch Aufdampfen des Metalls im Vakuum auf einen Auffanger und 
nachtragliche Oxydation erzeugt werden. Der Vorteil dieses Verfahrens liegt 
darin, daB Reduktions- und Oxydationsprozesse sehr leicht durchfiihrbar sind. 
Die Schwierigkeit liegt aber in der Bestimmung von Absolutwerten der Leit- 
fahigkeit, da sich die Dicke und die Dichte der Schicht nur ungenau bestimmen 
lassen. Messungen dieser Art sind z.B. von BAUER [20] an den Oxyden von 
Cd, Tl und Sn; von HINTENBERGER [70] am PbS und von Fritscu [56] am 
ZnO ausgefiihrt worden. ; 


3.22 MeBmethoden 


An geometrisch wohldefinierten Proben wird die Leitfahigkeit in einfacher 
Weise durch eine Strom-Spannungsmessung ermittelt, wobei die Spannung 
statisch oder durch Kompensation zwischen zwei Sonden bestimmt wird. Mes- 
sungen ohne Potentialsonden sind infolge der allgemein bekannten Gleichrich- 
tereigenschaften eines Metall-Halbleiter-Kontaktes stets bedenklich. 

In Anbetracht der Tatsache, da8 die zur Untersuchung vorgesehenen Stoffe 
meist in Form mehr oder weniger feinkérniger Pulver vorliegen, verdienen die 
folgenden Verfahren Erwahnung. 

VoELKL [125] und GuILLERY [62] betten die Korner der halbleitenden 
Substanz in ein verlustfreies Fiillmaterial, z.B. Vaselin oder Quarzpulver, und 
beniitzen diese Mischung als Dielektrikum eines Kondensators. Zusammen mit 
einer Selbstinduktion bildet diese verlustbehaftete Kapazitat einen Schwin- 
gungskreis, aus dessen Dampfungsdekrement auf die Leitfahigkeit der leiten- 
den Kérner geschlossen werden kann. Ein Nachteil der Methode besteht darin, 
daB gute Messungen nur in einem relativ engen Wertebereich der Leitfahigkeit, 
etwa 10-5 bis 10-? Q-1cm-1, méglich sind. 
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Eine ahnliche, fiir hohe Leitfahigkeiten brauchbare Methode ist von 
Kurtscuatow, Kostina und Rustnow [86] angegeben worden. In den halb- 
leitenden Kérnern werden durch ein hochfrequentes Magnetfeld Wirbelstrome 
induziert. Durch Messung der Temperaturerhohung 1aBt sich sodann die Leit- 
fahigkeit berechnen. Voraussetzung fiir genaue Messungen ist jedoch die Kennt- 
nis der Teilchenform und -gréBe. 

Endlich hat FAIRBROTHER [51] eine MeBmethode entwickelt, die nament- 
lich fiir hohe Temperaturen brauchbar ist. Die Substanz, deren Leitfahigkeit 
gemessen werden soll, wird als dichte Schicht auf einen Wolframdraht aufge- 
bracht, der geheizt werden kann. Dieses System wird in ein Gasentladungsrohr 
eingebaut. Die Leitfahigkeit der halbleitenden Schicht wird sodann aus einer 
Strom-Spannungsmessung bestimmt, wobei als eine Elektrode der W-Draht, als 
zweite das Plasma der Gasentladung dient. Die Methode ist allerdings nicht 
frei von schwerwiegenden Einwanden. 

Mit Ausnahme der ersten sind wohl alle andern Methoden als Notbehelfe 
fiir Leitfahigkeitsmessungen zu betrachten. Fiir Messungen des Hall-Effektes 
kommt naturgema8 tiberhaupt nur die erste in Frage. 


3.3 Ergebnisse 


3.31 Verzeichnis halbleitender Substanzen 


Die Zahl der untersuchten und als Halbleiter betrachteten Substanzen ist 
sehr groB. Zur Hauptsache handelt es sich dabei allerdings um orientierende 
Beobachtungen, wahrend eine Analyse des Leitungsmechanismus nur in ver- 
haltnismaBig wenigen Fallen versucht worden ist. Nach einer sehr wertvollen 
Zusammenstellung von MEYER [95] sind folgende Substanzen als Halbleiter 
zu klassieren. Verbindungen, deren Leitungsart noch nicht sichersteht, sind in 
Klammer angefihrt. Literaturzitate sind nur so weit angegeben, als es sich um 
Erganzungen oder Korrekturen handelt, die auf Grund neuerer Arbeiten nétig 
geworden sind. 


UberschuBleiter 
Al,O, [66], TiO,, V,O;, Fe,O;, (CuO), Cu,O; [131], ZnO, MoOg, (ScN), 
(Nb,O;), CdO, CdS, CdSe, SnO,, SnSe [43], Cs.S, Cs,Se, BaO, BaTiO, [34], 
Ya,0;, WO;, (Au,Os3), Hg,S rot, (Hg,S schwarz), T1,0,, PbCrO, [60, 88], 
Bi,se, [43], U,0,, (UO,). 
Mangelleiter 


Cr,03, (MnO), CoO, (Co;0,), NiO, CuJ, CuO, CugS, (Cu,Se), (Cu,Te), (GeO), 
MoO, [71], Ag,O, (SnO), SnS [12], (Sb,S,), (T1,0), (T1,S) [71], (Bi,O,), (Bi,S,), 
(Bi,Se,)\; (Bi, Te). 
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Amphotere Leiter 


Si [106], SiC [36], (Cr,O,), (Mn,O,), (Mn,O,), (Co,0,), Ge [87, 107, 108, 
109], RuO,, (Os,S,), IrO,, (PbO), PbS, PbSe, UO,. 


Im folgenden Abschnitt werden einige spezielle, besonders gut untersuchte 


Falle genauer beschrieben. 


3.32 Spezielle Beispiele 


3.321 Zinkoxyd ZnO 


Zinkoxyd wurde sehr haufig untersucht, und zwar von Bacu [17] an natiir- 
lichen Einkristallen unbekannter Reinheit, dann von SOMMERVILLE [123], 


JANDER und STAMM [78], FRIEDRICH 
[55] und GUILLERY [62] an PreBkorpern, 
ferner an gesintertem Material von 
SKAUPY [122], GUILLERY [64], MEYER 
[94], VON BAUMBACH und WAGNER [22)}. 

Messungen an synthetischen Einkri- 
stallen aus analysenreinem ZnO wurden 
erstmals von FRITSCH [56] ausgefiihrt. 
Das Ergebnis seiner Messungen ist in 
Fig. 11 wiedergegeben. Die stark aus- 
gezogenen Kurven 1 und 3 zeigen die 
Leitfahigkeit zweier frisch hergestellter 
ZnO-Kristalle. Die Leitfahigkeiten bei 
Zimmertemperatur sind 3,1 bzw. 1,4 
2-1cm—}, und die Aktivierungsenergien 
betragen AE = 0,012 bzw. 0,009 eV. 
Durch Glihen in einer Sauerstoffatmo- 
sphare wahrend 30 h bei 900°C ernie- 
drigen sich die Leitfahigkeiten bei Zim- 
mertemperatur sehr stark bis auf einen 
Wert von 4- 10-§ 2-1! cm-}. Gleichzeitig 
ist eine Zunahme der Aktivierungsener- 
gie bis auf 0,4 eV zu beobachten (Kurven 
24, 28 und 30). Zwischen 300 und 80° K 
ergibt sich in allen Fallen logo als Funk- 
tion von 1/7 als gerade Linien, wie es 
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Fig. 11. Elektrische Leitfahigkeit des ZnO bei 
tiefen Temperaturen. (Nach Fritscu.) 


nach (30) fiir einen reinen UberschuB- oder Mangelleiter zu erwarten ist. Nach 
den Messungen von v. BAUMBACH und WAGNER ist die Leitfahigkeit des ZnO 
bei hohen Temperaturen eine eindeutige Funktion des Sauerstoffdrucks 


30 Grore Buscu ZAMP 
(Fig. 12), und zwar gilt bei konstanter Temperatur die empirische Beziehung 
o = const p "#3, 


Die Leitfahigkeit nimmt also mit zunehmendem O-Druck, d.h. mit abnehmendem 
stéchiometrischem UberschuB an Zn ab. ZnO ist demnach ein UberschuBleiter. 
Dies ist von Frirscu durch Messungen des Hall-Effekts direkt bestatigt. Leider — 
gelang es FRITSCH nicht, den Hall-Effekt an denselben Einkristallen zu messen, 
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Fig. 12. Leitfahigkeit des ZnO als Funktion des Sauerstoffdrucks. 
(Nach v. BAumMBACH und WAGNER.) 


sondern nur an gesinterten Platten. Fiir die Hall-Konstante R ergeben sich Werte 
zwischen — 7,5 und — 380 cm$/As, entsprechend einem negativen Vorzeichen 
der Ladungstrager. Die Beweglichkeiten 6, liegen zwischen 7 und 30 cm?/Vs 
und zeigen eine auffallend schwache Zunahme mit sinkender Temperatur. 

Haun, Russet und MILLER [65] haben neuerdings Messungen an Einkri- 
stallen und gesinterten Proben durchgefiihrt. Sie finden fiir Einkristalle héhere 
Beweglichkeiten, namlich bg ~ 100—200 cm?2/Vs, fiir gesintertes Material hin- 
gegen nur 5—60cm?/Vs, d.h. in gréBenordnungsmaBiger Ubereinstimmung 
mit Fritscu. Die kleineren Beweglichkeiten fiir polykristallines Material k6n- 
nen durch Einfliisse der Korngrenzen bedingt sein. Es ist aber auch denkbar, 
daB in den hexagonalen ZnO-Kristallen eine ausgepragte Anisotropie der Be- 
weglichkeiten vorliegt, die in gesintertem Material verwischt wird. 

Noch unabgeklart ist die starke Abnahme der Aktivierungsenergie mit zu- 
nehmender Konzentration der tiberschiissigen Zn-Atome. Nach Mott [6] muB8 
die Méglichkeit in Betracht gezogen werden, daB bei hohen Konzentrationen 
eine wechselseitige Beeinflussung der Bahnen der an die Stérstellen gebundenen 
Elektronen eintritt, welche die Aktivierungsenergie erniedrigt. 

Oberhalb Zimmertemperatur sind die Verhdltnisse nicht viel einfacher. 
Nach v. BAUMBACH und WAGNER steigt die Leitfahigkeit bis etwa 900°K ex- 
ponentiell mit 1/T an. Fiir héhere Temperaturen erfolgt jedoch eine langsamere 
Zunahme. Ob es sich dabei wirklich um eine «Sattigung» handelt, wie MILLER 
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[97] glaubt, bleibe dahingestellt. MILLER findet an gesinterten Proben oberhalb 
600°K ein ahnliches Verhalten wie v. BAUMBACH und WAGNER und gibt fiir 
die Aktivierungsenergie dieses Astes 0,71 eV an (Fig. 13). Die Messungen er- 
folgten so rasch, daB sich kein Gleichgewichtszustand mit dem Sauerstoff der 
umgebenden Luft einstellen konnte. Die Stérstellenzahl ist somit konstant und 
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Fig. 13. Elektrische Leitfahigkeit des ZnO bei hohen Temperaturen. (Nach MILLER.) 


die Leitfahigkeit reversibel. Zwischen 300 und 400° K wird bei gewissen Proben 
eine schwache Abnahme der Leitfahigkeit und Zunahme der Beweglichkeit mit 
steigender Temperatur beobachtet. Es ist schade, daB MILLER, der im wesent- 
lichen die fritheren Arbeiten bestatigt, keine zusammenhangenden Kurven 
iiber das ganze von ihm untersuchte Temperaturgebiet gegeben hat. 

Im ganzen gesehen ist trotz der vielen experimentellen Arbeiten noch kei- 
neswegs ein quantitatives Verstandnis des Leitungsmechanismus im ZnO er- 


 zielt worden. Weitere sorgfaltige Arbeiten an wohlausgebildeten Einkristallen 


scheinen daher unerlaBlich. 
(Eingegangen: 22. 9. 49.) Fortsetzung folgt in ZAMP 1/2. 
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Untersuchungen an gepfeilten und ungepfeilten Flugeln 
bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten 


Von Jakop ACKERET, Max DEGEN und Nikoraus Rort, Ziirich}) 


Bekanntlich bietet die experimentelle Untersuchung von Objekten im Wind- 
kanal besondere Schwierigkeiten bei Geschwindigkeiten, die sich der Schall- 
geschwindigkeit nahern. Der tiefere Grund liegt darin, daB in diesem Geschwin- 
digkeitsgebiet eine auBerordentliche Empfindlichkeit der Strémung auf kleine 
Querschnittsanderungen vorhanden ist. Fiir einen geschlossenen Kanal liefert 
die Kontinuitatsgleichung 

7 U @= const 


zusammen mit der Schallgeschwindigkeitsformel 


>, & 
pees as 
Cees 
und der Bewegungsgleichung 
ute =e 
die einfache Beziehung 
du... af 1 
u ie La 


wo M = U/a die Machzahl bedeutet. 

Bei M +> 1 wird die Empfindlichkeit also unendlich groB. Das hat zunachst 
zur Folge, da8 man in einem Kanal von konstantem Querschnitt vor dem 
Modell die Schallgeschwindigkeit nicht erreichen kann. Diese tritt vielmehr in 
der Gegend des gréBten Hauptspantes des Modells auf; der Kanal ist dann 
blockiert. Hohere Anstrémmachzahlen sind bei stationérer Strémung nicht 
mehr moglich. 

Man sieht an diesem Grenzfall, daB die endliche GréBe des Kanals zu Unter- 
schieden gegeniiber dem Strémungszustand in der freien Atmosphire fiihren 
wird, und es sind betrachtliche Anstrengungen gemacht worden, durch geeig- 
nete rechnerische Korrekturen von den Versuchswerten im endlich groBen 
Kanal auf den durch Wande ungestérten Fall iiberzugehen. 

Es besteht im Prinzip zwar die Méglichkeit, die Kanalwande so zu formen, 
da8B sie zu der gesuchten Str6mung passen. Wenn wir wiiBten, wie die Strom- 


1) Institut fiir Aerodynamik, ETH. 
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linien bei der gewiinschten Machzahl aussehen, so wiirde die Solidifikation 
irgendwelcher Stromflachen auBerhalb des Modells die Strémung nicht andern 
(von Reibungseffekten an den Kanalwanden abgesehen). Man hatte dann eine 


-storungsfreie Messung. Allein die Tatsache, daB man das Strombild zunachst 


ja nur ungenau kennt und da8 es von der Machzahl und von der Stellung des 
Modells gegeniiber der Anstrémrichtung abhangt, macht die damit verbundene 
«trial-and error»-Methode auBerst miihsam und zeitraubend. 

Ein anderes Vorgehen findet sich bei FELDMANN}). Er untersucht drei geo- 
metrisch ahnliche Modelle verschiedener GréBe bei gleichen Reynolds-Zahlen 
und extrapoliert auf die Modellgré6Be Null bzw. auf die Kanalweite unendlich. 
Da die Kanalstérungen mit abnehmender ModellgréBe gegen Null gehen, diirfte 
die Extrapolation prinzipiell zulassig sein. Nun kann man aber nicht beliebig 
kleine Modelle verwenden, und es stellt sich die Frage nach dem Verlauf der 
Extrapolation bei verschwindender ModellgréBe. 

Im folgenden soll zunachst diese Frage behandelt werden. Dabei soll noch 
eine nicht unwichtige Nebenaufgabe erwahnt werden. Bekanntlich werden die 
kritischen Erscheinungen an Tragfliigeln zu hodheren Machzahlen verschoben, 
falls der Fliigel gepfeilt wird. Das ist bei einem Versuch im Windkanal sofort 
zu bestatigen. Man kénnte aber vermuten, daB der gemessene Pfeilungseffekt 
mindestens zum Teil durch den Kanal beeinfluBt wird. Da ist es nun vorteil- 
haft, die nach FELDMANN extrapolierten Werte von geraden und gepfeilten 
Fliigeln (bei gleichen Profilen und Reynolds-Zahlen) direkt zu vergleichen. 
Ebenso wird es méglich sein, falls man Profile von verschiedener Dicke unter- 
sucht, die sogenannte Karmansche Regel zu priifen. 


1. Die rechnerischen Methoden der Kanalkorrektur 


Jeder Kanalkorrektur beim Auftrieb Null, welchen Fall wir im folgenden 
stets betrachten werden, liegt die Annahme zugrunde, daB die Strémung in der 
nachsten Umgebung des Modells dieselbe ist wie in der freien Atmosphare, daB 
aber die Anstrémgeschwindigkeit in einiger Distanz vor dem Objekt im Kanal 
anders ist als im Freien. Man hat also zu bestimmen, welches der Unterschied 
zwischen der mittleren lokalen Geschwindigkeit in der Nahe des Modellortes 
und der Kanalgeschwindigkeit vor dem Modell ist. Das kann so geschehen, daB 
zuerst in bekannter Weise der EinfluB der festen Wande durch doppelperiodi- 
sche Spiegelung bestimmt und sodann mit den Methoden der linearisierten 
Theorie die Kompressibilitat beriicksichtigt wird. Ware die Strémung wider- 

1) F.K.FrerpMann, Untersuchung von symmetrischen Tragfliigelprofilen bet hohen Unterschall- 


geschwindigkeiten in einem geschlossenen Windkanal, Mitt. Inst. Aerodynamik ETH., Nr. 14 (Lee- 
mann, Ziirich 1948). 
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standsfrei, so kénnte das Modell durch eine geeignete Quell-Senkenverteilung 
dargestellt werden, deren Spiegelbilder, da das Modell ja immer relativ klein 
im Vergleich zu den Kanalabmessungen ist, als einfache Dipole angenommen 
werden diirfen. Die gleichwertige Dipolstarke ist dem Volumen des Objektes 
proportional. Die Zusatzgeschwindigkeit AU,, 14Bt sich einfach berechnen und 
ergibt sich zu 


AU, V 
Suet Se eat FP?’ (1) 


wobei 


V = Modellvolumen 
F, = Kanalquerschnitt 
k = ein Zahlenfaktor 
U, = die unkorrigierte gemessene Anstrémgeschwindigkeit im Kanal 


bedeuten. & ist von der Form des Me8querschnittes und des Modells abhangig. 
Fiir kleine Modelle ist aber, wie oben erwahnt, die Modellform unwesentlich. 
So findet THom?) fiir Rotationskérper und Fliigel endlicher Spannweite und 
mittelgroBer Schlankheit den Wert k = 0,90 fiir einen rechteckigen Kanal mit 
dem Verhaltnis Hohe: Breite = 0,7. Fiir quadratische Kandle ergab eine Nach- 
rechnung nach derselben Methode den Wert k = 0,81. 

Hat das Modell einen Widerstand, so entsteht hinter ihm eine Schicht von 
verlangsamter Geschwindigkeit, deren Profil als «Delle» bezeichnet wird. Man 
kann mit einiger Annaherung, wie sie fiir Korrekturen ja notwendig ist, die 
Verdrangungswirkung des Nachlaufs durch diejenige einer einfachen Quell- 
str6mung ersetzen. (Es kommt ja nur die Wirkung der gespiegelten Quellen in 
Frage, und da sind die Details des Verdrangungsvorganges nicht wesentlich.) 
Die Anstrémgeschwindigkeit im Kanal weit vor dem Modell wird dadurch 
gegentiber der freien Atmosphare um den Betrag AU,, vermindert. Es ist 


AU; F 
piety as & tang Cw _B ; (2) 
Uy a 4 Fr 


wobei F, die Bezugsflache (z.B. Fliigel-GrundriBflache) ist, und 


Zwischen der gemessenen Anstrémgeschwindigkeit Uy im Kanal und der gleich- 
wertigen Anstrémgeschwindigkeit im unbegrenzten Strom besteht also, inkom- 


1) A.Tuom, Blockage Corrections in a Closed High-speed Tunnel, R. & M. 2033 (1948). 
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4 pressibel gerechnet, ein Unterschied: 

; ; AU; 

GF 5 &, oh; Sis (3) 
: Zur Beriicksichtigung der Kompressibilitat kann in linearisierter Naherung die 
_ Umrechnung nach der verallgemeinerten Prandtl-Regel vorgenommen werden. 
_ Nach der Rechnung von G6THERT?) ergibt sich: 

4 

4 AUg a “ ey a oi (4 
Uy x (1 — 42)3/2 TSS 4) 
j 


wobei M, die zu U, gehorende Machzahl ist. 
Tuo?) gibt den Ausdruck 


a 


7 


AU, &; +e; 
Se ars (6) 
0 (= myer 


ohne genauere Begriindung. Wenn der Ersatz des Nachlaufs durch eine ein- 
_ fache Quelle ernst genommen wird, erscheint die Umrechnungsformel von 
GOTHERT theoretisch besser begriindet. 
Fiir die Korrektur der Machzahl erhalt man 


AM (e—aeh 
= ae tgee ee: 2 M3) (6) 


_ aus dem adiabatischen Zusammenhang zwischen U und M (fiir kleine JU 
und AM). 
SchlieBlich kann der Widerstandsbeiwert c,, auf den zum korrigierten Wert 
von M gehorenden Staudruck ¢ = o U?/2 umgerechnet werden, wo sowohl U 
_ als auch o entsprechend korrigiert sind. — Wiirde man die Widerstandskraft 
- auf den Ruhedruck fx beziehen, also 


Weem 


Cy. = 
Wie Prk, 


_ bilden, so ware c,,,, vom Verhiltnis Kanalabmessung : Modellabmessung unab- 
_ hangig, sofern die korrigierte Machzahl dieselbe ist. Es ist also: 


Ygem 


= C, = c 
WBE Gkorr 


Cw korr 


Der Verlauf des Widerstandsbeiwertes c,, iiber der Machzahl M bei ver- 
schiedenen ModellgréBen, aber konstanter Reynolds-Zahl, sei bekannt. Nach 
1) B.GoruEeRT, Windkanal-Korrekturen bei hohen Luftgeschwindigkeiten, Lilienthal-Ges. Luft- 


| fahrtforsch., Ber. Nr. 127, S. 114 (1940). 
2) A.THoM, l.c. 
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unserer Grundannahme gibt es nun auf den c,-Kurven zweier verschiedener 
Modelle entsprechende Punkte, bei denen die Strémung in der nachsten Um- 
gebung des Modells ahnlich ist bei verschiedenen Anstroémmachzahlen. Fur 
diese beiden Punkte sollten also die Werte CW gem YeemlPx gleich groB sein. Die 
Annahme la8t sich priifen, indem man den Stré6mungszustand in beiden Punk- 
ten ermittelt und vergleicht. Dies kann bis zu einem gewissen Grade (wie schon 
FELDMANN!) erwahnt hat) dadurch geschehen, daB die Schlierenbilder beider 
Zustande verglichen werden. In Fig. 1 sind fiir zwei Modelle solche entsprechen- 
den Bilder auf gleiche Fliigeltiefe kopiert dargestellt, die eine recht gute Uber- 
einstimmung zeigen. Wenn auch die Unterschiede in den Machzahlen nicht 
bedeutend scheinen, so stellt das weitgehend gleiche Aussehen der Schlieren- 
bilder ein empfindliches Kriterium dar. Aus Fig. 2 ist namlich ersichtlich, daB 
das Schlierenbild eines Modells sich auch bei kleinen Machvariationen merklich 
verandert. 


2. Messungen 


Zunachst wurden anschlieBend an die Arbeit von FELDMANN*) Messungen 
an Tragfliigeln mit rechteckigem Grundri8 vorgenommen, Seitenverhaltnis 
3,25, mit 12% bzw. 9% dicken Profilen NACA 0 — 0012 — 1,1 — 30 bzw. 
0 — 0009 — 1,1 — 30. Weiterhin wurden um 35° riickwartsgepfeilte Tragfliigel 
untersucht mit den gleichen Profilen in Flugrichtung wie die entsprechenden 
Rechteckfliigel, sowie mit der gleichen konstanten Tiefe und Spannweite. Ge- 
messen wurde jeweils an 4hnlichen Modellen verschiedener GréBe: 


Fligelnummer Spannweite in Millimeter Tiefe in Millimeter 
1 260 80 
2 211 65 
3 162,5 50 
MeBreihen: 
AI: Gerader Fligel, Pron aoe Fligelnummer 1, 2, 3. 
A II: Gerader Fligel, Profil 9% Fligelnummer 1, 2. 
Bile Pientiigels5>: Protil 129% Fligelnummer 1, 2, 3. 
B II: Pfeilfliigel 35°, Promo on, Fligelnummer 1, 2, 3. 


Die genaue Beschreibung der MeBeinrichtungen (MeBstrecke, Stiitzen, 
Waage) findet sich bei FELDMANN}). Hier sollen nur einige Einzelheiten hervor- 
gehoben werden. 


a) MeBstrecke 


In der MeBstrecke soll mit eingebauten Stiitzen ohne Modell in Stromrich- 
tung konstanter statischer Druck herrschen. Um dies zu erreichen und jeden 
Blockierungs- und Deblockierungseffekt méglichst auszuschalten, wurde das 


1) F.K.Frertpmann, l.c. 


eye ee 


Te Ee a Ser 


—— 


v 


> | 


ay we ee Te 


Veen eT 


Vol. I, 1950, Untersuchungen bei hohen Unterschallgeschwindigkeiten 37 


a Fig. 1. b 

Schlierenaufnahmen an zwei geometrisch ahnlichen geraden Fliigeln mit 9% Profildicke; 
a; GréBe Nr. 1, b: GréBe Nr. 2, auf gleiche Tiefe kopiert. Die im Kanal gemessene Machzahl ist 
a: Mgem = 0,89, b: Mgem = 0,90; die korrigierte Machzahl ist in beiden Fallen Mpory = 0,919. 
Die Schlierenbilder sind weitgehend gleich. 


a Fig. 2. b 
Schlierenaufnahmen am geraden Fliigel mit 9% Profildicke, GréBe Nr. 2 flir verschiedene 
Machzahlen: a: Mkory = 0,885; 6: Mrorr = 0,905. 
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Verdrangungsvolumen der beiden gepfeilten Stiitzen kompensiert und der 
Flachenquerschnitt fiir den Luftdurchsatz konstant gehalten. Dies geschieht 
durch Ausnahme an vier hélzernen Eckleisten, welche in der quadratischen 
MeBstrecke (Fx = 1560 cm?) angebracht sind. Die maximale flachenmaBige 
Ausnahme betrug 8,6 cm?, sie entspricht dem maximalen Versraeun ea 
schnitt der Stiitzen. 

Die Festlegung der Anstr6mmachzahl erfolgte durch Meee des Ruhe- 
druckes fx im Kasten und der Bestimmung der Druckdifferenz zwischen 
Kasten und MeBstrecke. Der statische DruckanschluB in der MeBstrecke war 
je nach Modellgr6Be 230 bis 245 mm vor der Vorderkante der Modelle an der 
Kanaloberseite angebracht. Als MeBinstrumente’ dienten Quecksilbermano- 
meter, deren Ablesegenauigkeit 1/20 mm Hg betrug. — Die Regulierung auf 
konstante Reynolds-Zahl erfolgte durch Variation der Dichte (Re = 400 000). 


b) Stitzeneichung 


Da die Stiitzenwiderstande gegentiber den Profilwiderstanden prozentuell 
groB sind, ist eine genaue Eichung notwendig. Dabei ist die Beeinflussung des 
Fliigels auf die Stiitzen und umgekehrt zu beriicksichtigen, so daB die Stiitzen- 
eichungen unter moéglichst 4hnlichen Bedingungen durchgefiihrt werden sollen, 
wie sie spater bei den Messungen auftreten. Es wurden deshalb Modelle, die fiir 
diesen Zweck aus Holz hergestellt waren, an zwei diinnen Hilfsstreben starr im 
Kanal tiber die Stiitzen montiert. Kleine Ausnahmen an der Fliigelunterseite ge- 
statteten den Stiitzen mit einem Spiel von 2 mm hin und her zu pendeln und die 
Schraubengewinde, die in den Fliigel hineinragten, dem Luftstrom zu entziehen. 

Da durch das Anbringen der Hilfsstreben der Kanalquerschnitt verkleinert 
und dadurch die Blockiermachzahl geandert wird, muB bei der Stiitzeneichung 
speziell darauf geachtet werden, durch entsprechende Materialwegnahme an den 
oberen Eckleisten den Flachenquerschnitt der MeBstrecke konstant zu halten. 

Es wurden zwei verschiedene Stiitzen verwendet, die im FliigelanschluBteil 
verschiedene Tiefen hatten, so da& die geometrische Ahnlichkeit des Fliigel- 
anschlusses fiir die beiden groBeren Modelle annahernd gewahrleistet war. 


3. Diskussion der MeRergebnisse 


Zu Punkten mit gleichen c,, q/px, gemessen an verschieden groBen Modellen 
und damit bei verschiedenen Anstrémmachzahlen im Kanal, sollte die gleiche 
korrigierte Machzahl gehéren. Die rechnerischen Korrekturen kénnen also 
durch Erfiillung dieser Bedingung eine experimentelle Stiitzung erhalten. 

Die bei verschiedenen ModellgréBen fiir c,, g/px = const gemessenen Mach- 
zahlen wurden itber dem Verhaltnis Stirnflache:Kanalflache (= F,/F,) der 
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Modelle aufgetragen. (Fig. 3 und 4, obere Halfte, leere Kreise durch feste 
Linien verbunden.) Ebenfalls tiber F,/Fx aufgetragen wurden die jeweiligen 
gerechneten korrigierten Machzahlen [volle Kreise: nach THom, Gleichung (5) ; 
volle Dreiecke: nach GOTHERT, Gleichung (4)]. Sie sollten fiir alle Modelle 
gleich sein, d.h. ihre Verbindungslinien (diinn ausgezogen: THomM; gestrichelt: 
GOTHERT) miiBten in den Fig. 3 und 4 vertikal stehen. Man sieht, daB all- 
gemein die GréSenordnung der gerechneten Korrekturen nach diesem Kri- 
terium richtig erscheint; nur ein Teil der Linien ist wenig geneigt. Mit abneh- 
mender Modellgr6Be kénnen wir den korrigierten Machzahlen wachsendes 
Gewicht beilegen. Wenn sich also die diinne Verbindungslinie der M,,,, mit 
abnehmendem F,/Fx gegen gréBere Machzahlen neigt, so ist die Korrektur zu 
klein und umgekehrt. Man sieht, daB demnach die Korrektur nach THom bis 
etwa M,,,,, = 0,84 etwas zu klein ist, iiber M,,,, = 0,93 zu groB. Nach unseren 
Messungen ergibt sich dies unabhangig von Dicke und Fliigelform. Die Géthert- 
schen Korrekturen, die sich nur fiir gr6Bere Werte von c,, von den Thomschen 
merklich unterscheiden, sind dort zu klein bis etwa M,,,,, = 0,93. 

Um auch in denjenigen Fallen zu einem Ergebnis zu gelangen, wo die Kor- 
rekturen rechnerisch nicht auf den gleichen Wert fiihren, wiirde eine Extra- 
polation nach FELDMANN vorgenommen. Die gemessenen Machzahlen iiber 
F,/Fx werden durch eine Kurve verbunden (feste Linien in den Fig. 3 und 4 
oben) und auf F,/Fx = 0 extrapoliert. Dabei wird fiir das Endverhalten gegen 
F,/Fx = 0 der Tendenz der theoretischen Korrektur Rechnung getragen. Es 
zeigt sich dann, daB fiir Machzahlen bis etwa 0,84 die Extrapolationskurven 
sich etwas gegen kleine M kriimmen, dariiber praktisch geradlinig gezogen 
werden diirfen. Uber M,,,, = 0,92 (was bei unseren Messungen nur fiir Pfeil- 
fliigel auftrat), sollten gema8 der gerechneten Korrektur nach THom die Extra- 
polationskurven beginnen, sich gegen gréBere M zu kriimmen. In der vor- 
liegenden Arbeit wurde aber bis zu den gr6Bten Machzahlen méglichst gerad- 
linig extrapoliert. Die von der gerechneten Korrektur geforderte Kriimmung 
ist namlich durch das sehr rasche Ansteigen des Faktors (1 — M?)~-3/? in der 
Nahe von M = 1 bedingt. Bei kleiner werdendem F,/Fx wird die in den Kor- 
rekturen (4) und (5) einzusetzende Machzahl immer gréBer. Man kann aber 
einen nach der linearisierten Theorie gewonnenen Faktor, der fiir M—>1 
auf Unendlich fiihrt, so nahe an M=1 kaum voll beriicksichtigen. Eine 
Stiitzung unseres Vorgehens konnte die Karmansche Regel erbringen (siehe 
spater). 

Bei diesen héchsten Machzahlen liegen die Messungen fast an der Blockie- 
rungsgrenze. Verfolgt man jedoch die gemessenen Machzahlen fiir c,, ¢/px = const 
iiber F,/F,, so entfernen sich diese mit kleiner werdendem F,/Fx von der 
Blockierungsgrenze immer mehr. Man kann deshalb annehmen, daB in diesem 
Gebiet die Werte gerade durch die Extrapolation an Zuverlassigkeit ge- 
winnen. 
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In den Fig. 3 und 4 unten sind die extrapolierten Kurven c,, itber M fest 
ausgezogen. Der Vergleich von geraden und gepfeilten Fliigeln zeigt, daB der 
Unterschied in den Machzahlen bei gleichem c,, fiir die extrapolierten Kurven 
noch etwas groBer ist als bei den gemessenen. Die Pfeilfliigelmessung des schall- 
nahen Widerstandsanstieges ist also starker durch den Kanal beeinfluBt, trotz- 
dem die Versperrung abnimmt, da der Anstieg bei hdheren Machzahlen statt- 
findet und so die Kanalkorrekturen gréBer sind. Wiirde man die Thomsche 


_ Korrektur bis zu den héchsten Machzahlen verwenden (Fig. 3 und 4, strich- 


punktiert), so ware der Unterschied noch gréBer. 


1,6 1A 1,2 1,0 0,8 0,6 04 02 0 


’ ’ u 
Fig. 5. Die Karmansche Regel. 4: gerader Fliigel, B: 35° riickwarts gepfeilter Fliigel. Volle Kreise: 
z = 0,12: leere Kreise: tT = 0,09. Gleiches gilt fiir durchkreuzte Kreise, die zu den nach THom 

= 2 2 Y . . . * 
korrigierten Werten fiir den Pfeilfliigel gehoren. — Zum Vergleich sind auch die extrapolierten 
Kurven tiber den unverzerrten MaBstaben eingezeichnet. 
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4. Ahnlichkeitstheorie der schallnahen Str6émung 


Nach der Karmanschen Ahnlichkeitstheorie der schallnahen Strémung?) 
sollen die Kurven c,, iiber M fiir ahnliche, aber verschieden dicke Profile durch 
eine MaBstabsanderung zur Deckung gebracht werden kénnen. Fiir ebene 
Stromung gilt die Regel: Bezeichnen wir das Verhaltnis von Profildicke d zur 
Tiefe ¢ mit d/t=T, so sollen fiir verschiedene Dicken die Kurven ¢,,/t°/* tiber 
(1 — M)/z?/3 aufeinanderfallen. Dabei ist nur derjenige Teil von c,, zu nehmen, 
der dem Druckwiderstand in schallnaher Strémung (verbunden mit schwachen 
StdBen) entspricht. Deshalb wurde der konstante Anteil c,, des Reibungs- 
widerstandes bei kleineren Machzahlen durchwegs abgezogen. Bei t = 0,12 ist 
Cy, = 0,008, bei t = 0,09 ist c,, = 0,0072. 

Die Anwendung der Karmanschen Regel auf die extrapolierten Werte er- 
gab sowohl beim geraden als auch beim gepfeilten Fliigel sehr befriedigende 
Resultate (Fig. 5). Die Regel wurde fiir den Pfeilfliigel auch auf die nach THom 
korrigierten Verlaufe angewendet, wobei sich eine weniger gute Ubereinstim- 
mung ergab. Dies mag zur Stiitzung der verwendeten Extrapolation angefiihrt 
werden. Es ist bemerkenswert, daB die Karmansche Regel auch bei den hier 
vorliegenden endlichen Seitenverhaltnissen und StoBstarken giiltig zu sein 
scheint. 


Summary 


In the high-speed wind tunnel of the Institute for Aerodynamics, E.T.H. 
Zurich, straight and swept-back wings have been investigated at high subsonic 
speeds. Drag measurements at zero incidence were made on a series of geo- 
metrically similar models at the same Reynolds Number, which was maintained 
constant by change of density. By this, theoretical tunnel correction formulas 
could be checked and an extrapolation to vanishing tunnel influence was pos- 
sible; straight and swept-back wings were compared after corrections. 

Two different profile thicknesses (9 and 12%) have been investigated. The 
transonic drag-Mach Number relation for different thicknesses was found to be 
in a very satisfactory agreement with von KARMAN’s similarity law. 
(Eingegangen: 27. 9. 49.) 


1) Tu. von KArmAn, The Similarity Law of Transonic Flow, J. Math. Phys. 26, 182-190 (1947). 
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Uber Scheinwiderstinde 
mit vorgeschriebenem Verhalten des Phasenwinkels 


Von Ernst Baumann, ETH., Ziirich 


Wir legen uns die Aufgabe vor, einen Scheinwiderstand oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, einen Scheinleitwert mit folgender Frequenzabhangigkeit 
des Phasenwinkels zu finden: 

Im Intervall 0 < w < a, soll tgy von Null an stetig auf den Wert tg y, an- 
wachsen. 

Im Intervall wy < @ < @, soll tgg méglichst konstant sein, jedenfalls die 
Schranke tg g, nicht unter- und die Schranke tg g, nicht iiberschreiten. 

Im Intervall w, < w < oo soll tg stetig wachsen und schlieBlich den Wert 
co annehmen. 


tof 


Fig. 1 
Verlauf des gesuchten Phasenwinkels. 


In Fig. 1 ist das verlangte Verhalten angedeutet. Derartige Scheinwider- 
stande sind in der Theorie der gegengekoppelten Verstarker wiinschenswert 
und niitzlich. 

Ganz allgemein gelten die folgenden Zusammenhange: Jeder Scheinwider- 
stand 3(j), der aus einer endlichen Anzahl von Schaltelementen besteht, ist 
eine rationale Funktion der komplexen Kreisfrequenz 7 m. Sein Phasenwinkel 
liegt fiir alle Frequenzen zwischen + 2/2 und — 2/2 (positiver Realteil). Sind 
f und g zwei Polynome in j w, so kénnen wir schreiben: 


f(7 @) g(-7) If! 


; {(j.@) = 
UO irr Nie le| g(7 @) f(—7@) * (1) 
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Bedeutet G den geraden, U den ungeraden Teil des Polynoms /(j «) g(— 7 @), SO 
ist auch: | 

; Cau f 
3G 0) = S4" = (2) 


Daraus finden wir fiir den Phasenwinkel y = y(@) 


(Op 


Der Tangens des Phasenwinkels von jedem Scheinwiderstand ist also eine un- 
gerade rationale Funktion der Kreisfrequenz w. 


y 


Fig. 2 
Darstellung des Phasenwinkels in normierten GréBen. 


Wir fiihren nun die folgenden Normierungen ein: 


; @ = Wo X* 
Wy” 0 , 


(4) 
WO Wy eine Konstante ist, und 
ts @ 
ho 
y(x) = 782 (5) 
ebenso 
Oe 
Wo x’ (6) 
tei, 
to, h” (7) 


Das Verhalten von tgp nach Fig. 1 1a8t sich unter Beriicksichtigung der 
Ausdriicke (4) bis (7) wie in Fig. 2 angedeutet, darstellen. 
Dabei ist beriicksichtigt, daB nach (3) 


tg(—w) = —tg(w);  y(—x) = = y(x) 
ist. 


vee eee ee eee a 


ey 
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Wir suchen nun eine rationale Funktion y(x) zu finden, die den aufgestellten 
geometrischen Forderungen geniigt, und werden in einem zweiten Schritt nach- 
weisen, daB sich ein Scheinwiderstand, der aus positiven Schaltelementen be- 
steht, finden 1aB8t, der die gefundene Funktion zum tg hat. 

Es sei (x) die gesuchte rationale Funktion. Wir bilden die beiden Ausdriicke: 


(y—1) +1) (y- 5) (y+ =) (a) 
und 
(x1) (x +1) (x+ 2) (52) (b) 


Beides sind rationale Funktionen in x. An Hand von Fig. 2 verifiziert man, daB 
beide dieselben Nullstellen haben. Hat y(x) an der Stelle x = x, einen y-fachben 
Pol, so hat der Ausdruck (a) an derselben Stelle einen (41)-fachen Pol. dy/dx 
hat hingegen an der Stelle x = x einen (v + 1)-fachen, (dy/dx)? also einen 
[2 (vy + 1)]-fachen Pol. Setzen wir vy = 1, so haben beide Ausdriicke (a) und (b) 
wegen 4yv = 2 (v + 1); vy = 1 auch dieselben Pole. 

Fihren wir also die Bedingung ein, da8B y(x) nur einfache Pole haben darf 
und daB8B (a) nur reelle Nullstellen hat, so unterscheiden sich (a) und (b) nur 
durch einen konstanten Faktor, und wir diirfen 


or 1) (ah) = Cet (=) (2 
setzen. Oder mit einem neuen C: 


(1 = 92) (1— AY y®) = CCL — 28) (1 8 at (S2)" (8) 


Unsere gesuchte Funktion y(x) ware also unter den rationalen Lésungen der 
Differentialgleichung (8) zu suchen. Wegen der gemachten Einschrankungen 
beziiglich Nullstellen und Pole von (a) und (b) haben wir allerdings nicht mehr 
die allgemeine Lésung des Problems zu erwarten. 
Nach der Trennung der Variablen finden wir aus (8): 
as Bee ee (0) 
Vay) (Ry) Y= 9) =a a 


Wir fiihren zwei Hilfsvariablen u(x) und v(x) ein und setzen : 


dx 

; - 10 
eg V (1— #2) (Lx? x?) ” (10) 
dive Se eee . (11) 


Aus (9) folgt zudem: 
du=Cdv; w=Cv. (12) 
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Die Umkehrfunktion der durch (10) definierten Funktion ist bekanntlich die 
Jakobische elliptische Funktion Sinus amplitudinis sn(u), also 


x = sn(u| x) (13) 
und analog ist { 
y = sn(v|4) = sn (% 2). (14) 


An Hand von Fig. 2 verifiziert man folgende Integralbeziehungen : 


a (1 — 2? ¥?) Dae (1— ky 2)” 


1/x 1/k 


ax 
has . ‘he Rey)’ 
1 
[ - a cf 
V(1 — #2) (1 — x? #2) V(i — y?) a — k® y?) 
1/ 1/k 


Die ganze ungerade Zahl @ gibt an, wie oft y(x) im Intervall 1 < x < 1/x 
zwischen den Werten 1 und 1/k hin- und herpendelt. 

Nach der Einfiihrung der vollstandigen elliptischen Integrale erster Gat- 
tung K(*) und K’(x%) = K(x’) wird auch: 


Kite) =. Rte); (15) 
Tent) == OC ds ik). (16) 
Bedeuten m und n zwei beliebige ganze Zahlen, so ist bekanntlich: 
x = sn(u|x) = sn[u + 4m K(x) +920 K'(x)| 2] (17) 
und, da v = u/C ist: 
y = sn(v|k) =sn (z [ut4mK(k)-C + 42nK'(k) -C] a). 
Mit Riicksicht auf (15) und (16): 
y=sn(z [ut 4m K(x) +720 —4 2 ||) = sn (S14). (18) 


Aus (18) ist ersichtlich, daB y(w) eine elliptische Funktion der Variablen uw ist, 
mit den Perioden 4 m K(x) und 27» K'(x)/o. Wahlen wir in (17) m=1,n=1; 
in (18) aber m= 1, n= @, so haben sowohl x = x(u) und y = y(u) dieselben 
Perioden 4 K(x) und j 2 K’(). Nach den allgemeinen Satzen der Theorie der 


Se Le ee, ee 
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elliptischen Funktionen besteht aber zwischen zwei elliptischen Funktionen 


mit denselben Perioden ein algebraischer Zusammenhang. In unserem Falle 
sogar ein rationaler, d.h. es ist: 
y = y(x) = R[sn(w|x)]. (19) 


Das Auffinden von y = y(x) ist also ein Teilungsproblem der Funktion sn(u| x). 
Um den Zusammenhang (19) zu finden, betrachten wir: 


y2 = sn®(v| k) aa Shi? ( | h). (20) 


y* ist eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 4 K(x) und 7 2 K'(x). 
Wir zeichnen in Fig. 3 die in einem Periodenparallelogramm gelegenen Null- 
stellen und Pole auf (fiir @ = 3). 


J2k (x) 


Jk (x) 


2k(x) 4k(x) 
Fig. 3 
Periodenparallelozramm der Funktion sn?(v/k). 
Es bedeuten: % zweifacher Pol, 8 zweifache Nullstelle. 


Die Gleichung sn2(u) — sn?(u) hat im Periodenparallelogramm zwei Lésungen?) : 
u=% und u=—u,+2K+ 42K’. Daraus folgt aber (vgl. Fig. 3), daB die 
Funktion 


(o— 1)/2 a \72 
[sn%(u) — sn? (7 fake K(»)) | 
Oh Getto aa e = - 
Sg (o—1)/2 Del 12 
[sn2(w) — sn? (; == x(n) 
vy=1 : 


dieselben Nullstellen und Pole hat wie y? = y?(u). Nach dem Satz von Liovu- 
VILLE gilt also mit einer passend gewahlten Konstanten A: 


a [ | sn?2(u) — sn? (j =? IX’ (x) )} 


(u)=Asnu *—F, ——so (21) 
y(u “TL {sot — 02 (7227 wm)! 
v=1 


1) Vgl. Hatpuen, Traité des Fonctions elliptiques, 1. Teil, S. 48. 
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Da nun sn(j u|x) =7sn(u|x’)/cn(w| x’) =7 sc(u|x’) ist, wird mit Ricksicht 
auf x = sn(w| x): 

2 
(@=1)/2 ao sct( ae K(x’) 
2y—1 


“)| 

— , (22) 
K(x’) “)| 
Das ist aber der gesuchte rationale Zusammenhang zwischen y und x. Die 


Konstante A bestimmt sich am einfachsten aus der Bedingung 


y(1) = 1. (23) 


y(x) =A x 


y=1 { #8 + sc ( 


Wir wollen nun nachweisen, daB es gelingt, Scheinwiderstande zu reali- 
sieren, die der Funktion (22) geniigen. 
Nach (5) ist 


tgp = teg: y(%) = H y(x) (24) 
mit tgg, = H. Nach (1) und (2) ist: 
G+U=¢(-jo) fljo). (25) 


Ohne Einschrankung der Allgemeinheit diirfen wir zunadchst w,) = 1 setzen, 
also ist : 
G(x) + U(x) = g(-7 x) t(7 x). (26) 


Wir denken uns das Polynom G + U in Faktoren zerlegt. Unser Problem ist 
lésbar, wenn es gelingt, diese Faktoren so zu ordnen, daB sich aus ihnen zwei 
Polynome g(—7 x) und (+7 x) bilden lassen, derart, daB 


eee! ag) 
30) = Ga) 


ein mit passiven Schaltelementen realisierbarer Scheinwiderstand wird. 
Zur Faktorenzerlegung haben wir die Wurzeln der Gleichung 


G(j x) + U(j x) =0 (27) 
zu bestimmen. Da G und U teilerfremd sind, hat die Gleichung 
1+ Gypsy =1-jtep=0 (28) 
dieselben Wurzeln wie (27). Mit (24) schreibt sich (28) als 
1l— 4 H y(x) = 0. (29) 
Nach (14) ist aber y = sn(v/k), also 


1—jHsn(v|k)=0,  sn(v[k) =] ee (30) 


__ 


Ee ee EN A en ee a 
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_ Es sei v = vy eine Lésung von (30), dann ist die Gesamtheit aller Lésungen ge- 
geben durch 
Yyt4mK+2n7 K’ 
Vs (31) 
2K—vu+4mK+2n7K’. 


Fir 7 v<v <4’ nimmt sn(v|k) von Null an monoton wachsend alle posi- 

_ tiven rein imaginaren Werte einmal an. Fiir ein bestimmtes v = 7 a);0 < a) < K’ 

wird deshalb die Gleichung (30) erfiillt sein. Nun ist nach (12) « = C v, womit 

sich unter Beriicksichtigung von (15) und (16) der Zusammenhang (31) schreibt : 
Cu + 4m K(n) +7 2n 2 

v= e Kw) (32) 
2K(x)—Cv,+4mK(x)+72n 


Mit 0 < Cu) < K’'(x)/o. Setzen wir nun die Werte (32) in x = sn(u/x) ein, so 
finden wir die x-Werte, die die Gleichung (29) lésen. 
Es ist aber 


sn(u™+2K) = -—sn(u) . 
sn(—u — 2 K) =sn(—u —2K+4K) =sn(2 K — 4) =sn(u)]. a 


Wir diirfen uns also auf die u-Werte der ersten Zeile von (32) beschranken. 
Ebenso diirfen wir m = 0 setzen. Von den verbleibenden u-Werten 


= {Cat j2n—) n=0,1,2..., (34) 


; fallen @ verschiedene in das Intervall 0< «< 72K’. Sie entsprechen den 


Lésungen von (29). Wir ordnen diese u-Werte in zwei Gruppen. Die erste 
Gruppe enthalt alle Werte fiir die 0 <u <7 K’; die zweite Gruppe alle die- 
jenigen fiir die 7 K’ < wu < 27 K’ ist. 


Es sind dies: 
F SS 

; DOK : x 
Bent © fo to -435) 1 C a+ (e+ 3) — (36) 

z 4K! ; 
Uy =] Cay + 

ae 
Hou) C a+ fo — 1) U,=7C a+ (0+ e- 2) gr 


ZAMP 1/4 
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Die Werte der zweiten Gruppe sind von unten nach oben gezahlt kongruent zu 
den Werten 


NE F 
U,=—]7 ‘ +7C a 
An hee : 
a io ge ee (37) 
K’ 
Uj = — fle) +7C a 


Da nun C a < K’/o ist, sind alle U in (37) negativ imagin4r, ihr sn also eben- — 
falls negativ imaginar. Daraus folgt: : 

Von den @ Lésungen der Gleichung (29) sind (@ + 1)/2 positiv imaginar, 
(o — 1)/2 negativ imaginar. Zudem ist, wegen 


|%o]<|al<. 


(38) 
4 %_ = SN(Ue)> 7 % = su(t,) usw. 
Die positiv imaginéren Lésungen ordnen wir nun dem Polynom f(j x), die 
negativ imaginaren hingegen g(—7 x) zu. 


Damit schreibt sich die Zerlegung (26) mit einer passend gewahlten Kon- 
stanten A,: 


AG 4) 8-94) = Alt ( — 70) (% = 7%) (8 — 7H s)} 
x {(x% + 9 %) (% 47 x5)... (444 Pysest 
oder mit einer neuen Konstanten A}: 
HG #) g(— 9 x) = A, { (mo +7 x) (M+ 4%)... (x4 +75 x} 
x {(%, — 7 x) ta — JH) 0 (Mg 9 HPs (39) 
Daraus folgt schlieBlich fiir den gesuchten Scheinwiderstand : 


yes gute ey #) ... (¥o-1 +79 *) 
30 %) = A, (4, +7 *) Ge 4 x) ea Pers ae i *) (40) . 


Die Zerlegung (26) ist eindeutig, der Scheinwiderstand (40) ist also bis auf 
einen Proportionalitatsfaktor eindeutig bestimmt. Wegen der Beziehung (38) 
1aBt sich (40) bekanntlich durch eine Schaltung, die entweder nur Widerstinde 
und Induktivitaten oder nur Widerstande und Kapazitiaten enthalt, realisieren. 


Ee ee 


=. 


~~ 
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Ein fir mancherlei Anwendungen interessantes Beispiel sei numerisch be- 
handelt. Es sei ein Scheinleitwert zu bestimmen, fiir den 
4%? + 62 
x2 + 2 


y(x) = Aqx (41) 


ist (daraus folgt @ = 3), zudem sei x = 0,1; tg q@) = 1, y) = 45° vorzuschreiben. 
Aus den Beziehungen (15) und (16) folgt: 


Ki) 1 K®) KG) _ KW) 
R(x) KR RY 8 Ke) 42) 
und , 
K(x) 
c= 38 (43) 


In den Tafeln iiber die vollstandigen elliptischen Integrale von HayAsui findet 
sich das Verhaltnis K/K’ tabelliert. Fiir x = 0,1; x? = 0,01 finden wir: 


ep = 0420109. 
Daraus 
iby = 0'-0,426109 = 1,278327. 
Dazu gehort ein K?, das sich aus derselben Tafel entnehmen 148t, von 
} k? = 0,749, 
kh. = 0,8654, 


Der tg@ variiert also fiir 1 << x < 1/x;1< x < 10 im Verhiltnis 1:1/0,8654. 


Nach (22) ist: 
2 K(x’) 


x2 4+ sc? ( 
2 — sc* (— | x!) 


V(x) == A x 


mit x’? = 0,99 wird: 
K(x’) = 3,695.64, 


=a — 1,23188, 
pe 9 46376. 


Aus den Tafeln von Mitne-THoMSON finden wir (mit linearer Interpolation) 


0,844 36 
se (1,23188 | 0,99) = Tee = 1.5/ 


und 


sc (2,464|0,99) = 6,36. 
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Damit wird 
ya Ax ti pag mit A= ars 
Wir lésen die Gleichung (29) direkt: 
1—jHy(x)=0; H=1, 
also 
a (44) 

Wir setzen 7 x = Z und finden aus (44): 

Z, = 0,574, 

Z,= 14,64, (45) 

Zee, 


Damit wird der gesuchte Scheinleitwert bis auf eine Konstante: 


(0,574 + j x) (14,64 + 7 x) 
Ua (3,214 + 7 x) 


(46) 


Eine Partialbruchzerlegung von (46) fiihrt auf das nachfolgende Schaltschema 
Fig. 4 (mit normierten Schaltelementen). 


R,= 2.618 


Fig. 4 
Schaltschema in normierten GréBen zum Beispiel (41). 


Résumé 


L’auteur examine une manieére particuliére de réaliser des impédances dont 
l’angle de déphasage est prescrit en fonction de la fréquence. La méthode appli- 
quée est trés semblable a celle qu’emploie CAUER dans sa théorie des filtres. 
Aprés avoir résolu un probléme de division des fonctions elliptiques, on arrive 
a établir l’expression mathématique de l’impédance. 

Des applications sont possibles, par exemple, dans le domaine des amplifica- 
teurs a contre-réaction. 
(Eingegangen: 24, 6, 49.) 


ee CD ee ee Oe ee 
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Numerische Losung von Randwertproblemen 
mit Hilfe der Seilpolygongleichung 


Von Fritz Stissi, ETH., Ziirich 


1. Einleitung 


Das Seilpolygon ist ein klassisches Hilfsmittel der Baustatik, dessen Ein- 
fiihrung auf SIMON STEVIN (1548—1620) von Briigge und den Franzosen 
VARIGNON (1654—1722) zuriickgeht. Es diente urspriinglich zum Zusammen- 
setzen von Kraften in der Ebene zu einer Resultierenden. 

Eine vielseitige Verwendung des Seilpolygons verdanken wir Kari CuL- 
MANN (1821—1881), der damit statische Momente und Momente hoherer Ord- 
nung bestimmte. Durch seine Analogie der elastischen Linie zu einer Momen- 
tenflache dehnte Otro Mour (1835—1918) den Anwendungsbereich des Seil- 
polygons weiter aus. 

Alle diese klassischen Anwendungen des Seilpolygons sind graphische An- 
wendungen mit dem Vorzug der Anschaulichkeit, aber auch mit dem Nachteil 
der beschrankten numerischen Genauigkeit. Diesen Nachteil kénnen wir ver- 
meiden, indem wir die graphische Konstruktion des Seilpolygons mit Hilfe der 
Seilpolygongleichung in die Sprache der Zahlenrechnung tibersetzen. Durch 
diese Ubersetzung ergibt sich, wie nachstehend gezeigt werden soll, auch eine 
wesentliche Erweiterung des Anwendungsbereichs, namlich die numerische 
Lésung bestimmter Gruppen von Differentialgleichungen bzw. von Randwert- 
problemen. 

Es liegt wohl in der Natur der Sache, wenn bei einer solchen Darstellung 
der Seilpolygongleichung und ihrer Anwendungen von baustatischen Begriffen 
und Zusammenhangen ausgegangen wird. Ich bin aber tiberzeugt, daB das ab- 
zuleitende numerische Berechnungsverfahren auch in anderen Gebieten der 
angewandten Mathematik gute Dienste leisten kann. 


2. Die Seilpolygongleichung und ihre Bedeutung 


Zur Aufstellung der Seilpolygongleichung gehen wir aus von der Momenten- 
flache M eines durch lotrechte Einzellasten P belasteten Balkens, die ja be- 
kanntlich durch das Seilpolygon zu den Belastungen dargestellt wird. 

Wir greifen ein Balkenfeld, d.h. einen Abschnitt zwischen zwei Knoten- 
punkten m—1 und m heraus, wobei wir die Lastangriffspunkte mit den 
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Knotenpunkten zusammenfallen lassen bzw. unmittelbar links von diesen an- 
nehmen. Am Feld m—1 bis m kénnen wir nach Fig. 1 die folgenden zwei 
Gleichgewichtsbedingungen anschreiben : 


Mm = Mm-1t+ Doni (1a) 
Cn QOn+i1 = Ee (1b) 
Fin 
Mn—1 7 Mp 
Al a? ra Qmet 
A X77 
Fig. 1 


Dabei bedeutet die Querkraft Q die Resultierende aller Lasten des Balkens 
links oder rechts vom betrachteten Knotenpunkt. Innerhalb eines Feldes ist 
bei unseren Voraussetzungen die Querkraft konstant. 

Fiir das Nachbarfeld A~x,,,, 1aBt sich in Analogie zu (la) die Gleichung 


Min+41 i Mn “i Omi1 AXmi1 


anschreiben ; aus diesen beiden Gleichungen eliminieren wir die Querkraft mit 
Hilfe der Gleichung (1b): 


Mm ms Mn +1 Mn et Min 
Ax 


= Po (2) 


m AXm yt 


Fir konstante Feldweiten, 4%, = A%m4, = Ax, auf die wir uns hier beschran- 
ken k6nnen, ergibt sich die etwas einfachere Form 


= M iy ha Mig a pas he (3) 


Dies ist die Seilpolygongleichung. 

Wirkt an Stelle der Einzellasten P eine stetig verteilte Belastung #, so 
haben wir diese zu «Knotenlasten» zusammenzufassen. Dabei setzen wir vor- 
aus, daB die Belastung # durch «sekundire Trager» Ax auf die Knotenpunkte 
tbertragen wird; die Knotenlasten sind also als Auflagerkrafte dieser sekun- 
daren Trager zu berechnen. 

Nehmen wir linearen Verlauf der Belastung an (Fig. 2), so liegt die Resul- 
tierende 


SS ee RT ee ey ee ee a 
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ae ee, 
des Feldes m im Abstand 


eS Pm-1t+2Pm . Ax 
a Pimait Pa 3 


Fig. 2 


vom linken Knotenpunkt m —1, und die zugehérige Knotenlast in m betragt 


oe Ax 
Kn, = Rn Ax = 6 mcs t Pan): (4) 


Ist auch das rechts von m liegende Feld belastet, so ist die vollstandige Kno- 
tenlast 


Kn = m1 +4 Pn FP mad: (5) 


Wegen des je iiber Feldweite linear vorausgesetzten Verlaufs von # nennen wir 
diese Gleichung die Trapezformel der Knotenlast. 

Eine bessere Annaherung an einen stetigen Verlauf der Belastung # erhalten 
wir durch die Annahme eines parabelformigen Verlaufs von # tiber die zwei 
Felder von m — 1 bis m+ 1. Diese Parabel ist charakterisiert durch die Pfeil- 
hdhe 

Pm- 1 + Pm a ; 


Ap = bm 2 


so daB die Pfeilhdhe / der beiden schraffierten Zwickel mit 
A 
ee 


gegeben ist. Die Resultierende AR eines solchen Zwickels, 


AG 


PAu S pA = OE (2 Dy: ar Punt a Pina) 
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verteilt sich je zur Halfte auf die beiden benachbarten Knotenpunkte; fiir den 
Knotenpunkt m betragt somit die ganze Knotenlast 


Kae (Paro LO Paar Peale (6) 


eon 


ae E 


dx 
Fig. 3 


Diesen Ausdruck nennen wir die Parabelform der Knotenlast. Zur Formulie- 
rung von Randbedingungen werden wir auch etwa die Knotenlast K,,_, be- 
notigen ; sie betragt nach der Trapezformel 


GATE (Zon + Pa) (7a) 
und nach der Parabelformel 
A 
Kna= 3. (Pues tO Pa — Pato (7b) 


Mit den Werten fiir die Knotenlasten K,, ist somit auch die Seilpolygonglei- 
chung fiir verteilte Belastung gegeben; fiir stetige Belastung lautet sie bei- 
spielsweise mit der Parabelformel 


An 
— Moar sie 2 Me mi M naa == or (Pm—1 = 10 mn 3 Pm+a) 2 (8) 


Um die mathematische Bedeutung der Seilpolygongleichung zu erkennen, 
betrachten wir den Gleichgewichtszustand eines kleinen Balkenelementes dx 
(Fig. 3). 

Aus einer Komponentengleichgewichtsbedingung erhalten wir 


40+ pdx=0 
oder 


— a 


ee SA AT ee 
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wahrend eine Momentengleichgewichtsbedingung 


dM —Qdx—?2* _9 


' 


uns unter Vernachlassigung des Gliedes p dx?/2, das von héherer Kleinheit ist, 
die Beziehung 


dM 
Peg (9b) 


liefert. Die Vereinigung der beiden Gleichungen (9a) und (9b) gibt uns die 


Differentialgleichung der Balkenbiegung 


a2?M 
ax? 


= M" =~. (10) 


Die Differentialgleichung (10) hat offensichtlich den gleichen Inhalt wie die 
Seilpolygongleichung (8), denn beide stellen uns ja den gleichen Zusammen- 
hang zwischen den Biegungsmomenten und den Belastungen eines Balkens dar. 
Alierdings unterscheiden sich die beiden Darstellungen in zwei Punkten grund- 
satzlich voneinander: 

Die Differentialgleichung M” = —# bezieht sich auf stetige Funktionen 
und erfaBt deren Verlauf im ganzen Funktionsbereich. Das Moment M wird 
durch zweimalige Integration von # tiber die Querkraft Q = M’ bestimmt; 
alle Funktionen M, M’, M” sind gleichwertig. 

Die Seilpolygongleichung 


oat SO hace 2M gy Mae = Ax K',(P) 


dagegen erfaBt die Funktion M nur durch ihre Einzelwerte in den Knoten- 
punkten, und die Belastung # tritt nur durch ihre Knotenlasten in die Rech- 
nung ein; dadurch sind auch unstetige Belastungen, wie beispielsweise Einzel- 
lasten oder plétzlich veranderliche Belastungen, erfaBbar. 

Aus den Knotenlasten ergeben sich die Momente direkt (durch Auflésen des 
dreigliedrigen Gleichungssystems), ohne daB die Querkrafte Q in Erscheinung 
treten: die Querkrafte Q = M’ werden ausgesprochen zu einer Nebenfunk- 
tion und kénnen nur indirekt durch die Hauptfunktionen M und = —M" 
ausgedriickt werden. Dies auBert sich dann, wenn wir die Nebenfunktion 
brauchen, dadurch, daB die entsprechenden Ausdriicke sich weniger einfach 
(oder weniger genau) ausdriicken lassen als die Werte der Hauptfunktionen 
M und 4. 

Unter Beachtung dieser Besonderheiten stellt uns die Seilpolygongleichung 
somit den Zusammenhang zwischen einer Funktion M und ihrer zweiten Ab- 
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leitung M" = —p dar. Dieser Zusammenhang gilt allgemein, nicht nur fiir 
Biegungsmomente, und wir kénnen somit die Seilpolygongleichung fir jede 
Funktion y anschreiben: 


Vm-1— 29m + Vn = Ax K,,(y"). . (11a) 


In dieser Form ist die Seilpolygongleichung streng giiltig. Ist beispielsweise 
die Funktion y” stetig, so kénnen wir die Knotenlast K,,(y”) durch die Parabel- 
formel ausdriicken und erhalten 


A 2 W ¥ W N 
Ym — 2 m+ Yar = Go (Ym-a + 10 yh, + yin1)- (11b) 


Da wir bei den hier vorkommenden Anwendungen 
den Verlauf der Funktion y” oder irgendeiner 
Funktion y, deren Knotenlast wir bestimmen 
miissen, ihrem grundsatzlichen Verlauf nach 
immer kennen, kénnen wir auch die GréBe der 
Knotenlast mit geniigender Genauigkeit angeben. 
Weist beispielsweise diese Funktion y an der 
Stelle m einen Knick «,, auf (Fig. 4), so kénnen 
wir die Knotenlast durch Zerlegung in ein Trapez 
(Yo) und eine Parabel (Ay) bestimmen: 


Ay 
z Ax 
Kn(¥o) = ee (Yona ig. a YOmsa) ? 
Z Ax 
fo KA y) — {2 (Ay nos ss 10 AVm z Ay iays 
Xn 
Fig. 4 mit 
Xm Ax = — ee +2 Om a Pont 
erhalten wir 
= * Ax Ax? 
K,,(y) a E(%o) es BAY) a ay (Died Pew Van Venti) vee Xm- (12) 


In analoger Weise kénnen auch andere Unstetigkeiten, wie etwa sprunghafte 
Anderungen, in der Knotenlast beriicksichtigt werden. 

Die Seilpolygongleichung (11a) besitzt eine unverkennbare Ahnlichkeit mit 
dem beim Rechnen mit endlichen Differenzen verwendeten zweiten Differen- 
zenquotienten 


Vm—-1 a 2 Vn + Vm+1 = Ax? ies (13) 
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der Unterschied zwischen den beiden Beziehungen ist jedoch ein grundsitz- 
_licher: der Differenzenquotient (13) ist einfach aus einer Vergréberung des 
zweiten Differentialquotienten entstanden, wobei die bei unendlich kleinen 
Intervallen zulassige Vernachlassigung kleiner Glieder héherer Ordnung mit 
tibernommen wurde, obwohl sie bei endlichen Intervallen nicht mehr zulassig 
ist. Davon rithrt offensichtlich die oft festgestellte ungeniigende Genauigkeit 
der Differenzenrechnung her. Bei der Seilpolygongleichung dagegen, die einen 
_ baustatischen Zusammenhang darstellt und die in der Form der Gleichung (11) 
streng giiltig ist, erscheinen gerade diese unzuldssigen Vernachlassigungen ver- 
mieden. Da aber bei jeder numerischen Berechnungsmethode ihre numerische 
Genauigkeit entscheidend wichtig ist, erscheint fiir das praktische Rechnen die 
Seilpolygongleichung der Differenzengleichung (13) tiberlegen. 


me ee ee =e ii i a le | | 


3. Die Nebenfunktion y’ 


Wir bendtigen bei unserer Aufgabe, der numerischen Lésung von Rand- 
_ wertproblemen, die Nebenfunktion y’ aus zwei Griinden: einmal miissen wir 
- eine Randbedingung y = 6, ausdriicken und an- 
 dererseits miissen wir eine in der zu lésenden 
Differentialgleichung vorkommende Nebenfunktion _, . 
y’ durch ihre Knotenlast erfassen koénnen. J 
Es zeigt sich nun, da die Erfassung der Neben- 
funktion y’ mit den Trapezformeln wesentlich ein- 
facher ist als mit den Parabelformeln ; wir beschran- 
ken uns deshalb hier auf diese. Die etwas geringere 
Genauigkeit der Trapezformeln gegentiber den Pa- 
rabelformeln kénnen wir bei der praktischen An- y 
wendung durch die Wahl von etwas kleineren Inter- 
vallen kompensieren. 
Die Neigung y,, der Funktion y im Knoten- 
punkt m 14Bt sich aus der Sehnenneigung ys und 
der Knotenlast Jy’ zusammensetzen (Fig. 5): 


’ Ax* / Nt 
Vm-1 Ax =. Vn Vm-1 6 (2 Wess ag te) ? 


, Ax? I I nse) 
Vm Ax = Ven Vigo com (Viner +2 Vin): 


Fig. 5 


Da wir fiir das nachste Feld die analogen Bezie- 
hungen anschreiben kénnen, ergibt sich einerseits fiir yy, als Mittelwert auch 
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die Beziehung 


" 


il Age 
Vn AX = z Vas a) oe id ae Vn = Ven) y (15) 


wahrend wir andererseits die Knotenlast mit der Trapezformel zu 


i i) 
Kany) = ae (Vina + 4 Vm Vm) = ee (Ym+1 — Ym-a) (16a) 
finden. 
Mit Verwendung der Parabelformeln wiirden wir erhalten: 
A e y : MW u 
Vat Ax = Bp oe (7 Vm—1 + 6 Vin — Vm+1) 
(14b) 


W 


J (OF 
Vin AX =m — Ym + Ze B Vigil Vin = Seas 


Der Mittelwert fiir y/, aus zwei benachbarten Feldern ergibt sich genau gleich 
groB wie in Gleichung (15) mit der Trapezformel; die numerische Genauigkeit 
dieses Ausdrucks (15) ist deshalb wohl sehr gut; Gleichung (15) dient zur Be- 
stimmung der Nebenfunktion y’ aus den Hauptfunktionen y und y’. 

Die nach der Parabelformel mit den Werten nach Gleichung (14b) berech- 
nete Knotenlast K,,(y’) wird 


; 1 NER 
Knly’) = > ms — Ya) — SE (Yuga — Yn) - (16b) 


Bei der praktischen Anwendung zeigt es sich, daB Gleichung (16b) viel weniger 
einfach zu handhaben ist als die einfachere Gleichung (16a); wir werden uns 
deshalb hier, wie schon gesagt, auf die Verwendung von Gleichung (16a) be- 
schranken. 


4. Die Lésung der totalen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, die totale Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 


y"+by'+cey+ F(x) =0 (17a) 
mit Hilfe der Seilpolygongleichung numerisch zu lésen. Dabei handelt es sich 
darum, die Unbekannten y” und y’ durch y auszudriicken und so zu eliminie- 
ren, um ein Gleichungssystem zu erhalten, das neben den Werten der Storungs- 
funktion / nur noch Unbekannte y enthalt. Wir unterscheiden zwischen der 
Grundgleichung, die fiir jeden Zwischenknotenpunkt anzuschreiben ist, und 
den Randbedingungen. 


vn’ 


i a al el | 
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a) Die Grundgleichung 


Nach den Bemerkungen, mit denen wir den Unterschied zwischen Differen- 
tialgleichung (10) und Seilpolygongleichung (8) charakterisiert haben, gehen 
wir von der zu lésenden Differentialgleichung (17a) iiber auf die entsprechende 


_ Gleichung zwischen Ax-fachen Knotenlasten: 


Ax Ky, (y") + Ax Ky(b y') + Ax Ky(c y) + Ax K,(F) = 0. (18) 
Nach Gleichung (11a) ist 


Ax EGY Vinay = 2 Vg a 


Die Funktion c y wird normalerweise stetig sein; wir setzen somit nach der 
Parabelformel 


A 2 
Ax K,,(c y) a > (Cm—1 YVm—=1 + 10 Cm Vm + Cm+1 Sane 


mit der Abkiirzung 
cAx? 
UZ, 


wird 
Ax K,,(¢ y) = Vm-1 Vm-1 + 10 Vm Ym “p Ym Vm4i- 


Die Funktion y’ kénnen wir aus den angegebenen Griinden in einfacher Weise 


nur mit der Trapezformel erfassen ; auch miissen wir hier im Bereich von m — 1 


| chung (16a) 


bis m + 1 den Koeffizienten } als konstant voraussetzen. Damit wird nach Glei- 


Ax b 
Ax Kn(b 9") = —™ (maa — Yn-a) 


mit der Abkiirzung Wes 


cate: 


erhalten wir 
Ax EG AD y’) = Ben (Van-+1 = Vina) : 


Da bei praktischen Anwendungen das Glied 0) y’ der Gleichung (17a) in der 
Regel nur von untergeordneter Bedeutung ist, hat seine nur angenaherte Er- 
fassung auch bei ziemlich groBen Intervallen 4x keinen wesentlichen Fehler 


zur Folge. en 
Setzen wir diese Werte der Ax-fachen Knotenlasten in die Gleichung (18) 


ein, so ergibt sich nach Ordnen die gesuchte Grundgleichung zu 


= ¥m—1 (1 — Bm + Yat) + Ym (2—10¥m) = Ymta (1 + Bt Ymis) = 4*% Kn (F). 
(19) 
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Enthalt die Belastungsfunktion F eine Einzellast, so wird die Funktion y einen 
Knick « aufweisen; in solchen Fallen ist die Knotenlast von y entweder nach 
der Trapezformel (5) oder genauer nach Gleichung (12) einzusetzen. 

Ein negatives Vorzeichen der Koeffizienten 6 und c kann ohne weiteres in 
der Grundgleichung durch entsprechenden Vorzeichenwechsel der Werte 6 — 
und y beriicksichtigt werden. Die Koeffizienten kénnen auch veranderlich sein. 
Damit erlaubt die Grundgleichung die numerische Lésung der Differential- 
gleichung (17a) nicht nur unter speziellen oder einschrankenden Voraussetzun- 
gen, sondern sie erfaBt wohl alle vorkommenden Anwendungen, indem die 
gesuchte Funktion unter Beachtung der Randbedingungen durch Auflésung 
des dreigliedrigen Gleichungssystems (19) numerisch berechnet wird. 


b) Die Randbedingungen 


Durch die Randbedingungen kénnen an einem Ende A eine oder zwei der 
drei GréBen yy, v4, v4 Vorgeschrieben sein. 

Ist y4 gegeben, so ersetzt uns diese Aussage eine Gleichung fiir den Rand- 
punkt; wir brauchen diesen Fall deshalb nicht weiter zu untersuchen. 

Wir untersuchen den weniger einfachen Fall «y gegeben» mit den Trapez- 
formeln. Nach Gleichung (14a) ist 


, Ax? ” 
Sf A Dy NG ee ea 


im letzten Glied eliminieren wir y” mit Hilfe der Differentialgleichung (17a): 


An? 
6 


= VAI x 
6 


(244 + 1) = (2by,+ by; +2cy,+¢4,+2F,4+8). 


Mit Hilfe der Gleichungen (14a) und (14b) ersetzen wir darin die Werte y’: 


Ax? ’ , Ax b An Y 7 
Beye) = [3 3 V4 g (tok +2 ot — ge 


coal ee aa ie a Ya): 
Durch Einsetzen und Ordnen finden wir die gesuchte Randbedingung zu 


Ax? ip An* 


Ma ibrB— 49) = oh B+ 2p) = 4 Ae = Be ee 
(20a) 


Es ware nun noch y4 zu eliminieren, was mit Gleichung (17a) leicht még- 
lich ist. In dieser Form bietet Gleichung (20a) aber auch die Moglichkeit, 
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y'4 Zu eliminieren, so daB sie die Randbedingung «y/, gegeben» ausdriicken 
kann. Die Elimination wird im einen wie im andern Fall am besten numerisch 
durchgefiihrt. 

Fir die unvollstandige Differentialgleichung 


y" +cy+ F(x) =0 (17b) 


kann die Randbedingung «y’, gegeben» auch auf einfache Weise und etwas 
genauer durch die Parabelformel, Gleichung (14b), ausgedriickt werden: 


UU Ax? YW MW YEN ee 
yg AX = — V4 24 (ta 0 ea 5) 


eliminieren wir hierin die Werte y” mit der Gleichung (17b), so erhalten wir 
nach Ordnen 


, Ax? 
Yq (2—7y) — 1 (2+ 6 y) + xy =—2 94 4x + SE (7F, +6 —K). (20b) 


Fiir den Sonderfall y’, = 0 kann, falls auch Fy = 0, die Randbedingung auch 
mit der Grundgleichung (19) als Symmetriebedingung ausgedriickt werden: 


vA A z 
y4(L—Sy)— (lL +y)=4>- 6%, +4). (20c) 


5. Anwendungsformen und Beispiele 


Zur Lésung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung miissen zwei Rand- 
bedingungen vorgeschrieben sein. Diese kénnen entweder beide an der gleichen 
Stelle, am Anfang des Funktionsbereiches, oder an zwei verschiedenen Stellen, 
je eine an den beiden Enden des Bereiches, gegeben sein. Der erste Fall kommt 
in der Regel bei Schwingungsgleichungen vor, bei denen als Anfangsbedingun- 
gen zwei der drei GréBen Auslenkung y4, Geschwindigkeit y/,, Beschleunigung 
yi, gegeben sind, wahrend die zweite Form bei Formanderungsproblemen von 
Staben die Regel ist, wo die Lagerungsart an den beiden Stabenden die Rand- 
bedingungen liefert. Diese beiden Gruppen verlangen verschiedene Anwen- 
dungsformen der Grundgleichung (19) und sollen deshalb auch getrennt be- 
trachtet werden. Endlich soll noch kurz auf das Problem der Stabilitat hin- 


gewiesen werden. 
a) Schwingungsgleichungen 


Hier stellt die Differentialgleichung (17a) die gedampfte erzwungene Schwin- 
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gung dar, bei der zwei Anfangsbedingungen y, und y4 (oder auch y4), wenn 
wir mit 
1 _ (4 
A (3) P 


bezeichnen, gegeben sind. Aus diesen beiden Anfangsbedingungen und mit der 
Randbedingung Gleichung (20a) sind die beiden Schwingungsausschlage y, 
und y, zu bestimmen, wobei wir selbstverstandlich die Intervalle 4% durch 
das Zeitintervall At zu ersetzen haben. Die Grundgleichung (19) schreiben wir 
hier in der Form 

1 At? 
Vm-+1 = aay (Z= 10) Sip (l= B+y) a a la 10F y+ Fis); 


(21) 


aus y4, und y, ist somit y, bestimmt usw., und die Schwingungskurve kann 
Punkt fiir Punkt berechnet werden. Dabei kann auch die Intervallgr6Be im 
Verlauf der Berechnung gewechselt werden (unter entsprechender Anderung 
der Werte f und y), wobei ein Zahlenvergleich der fiir verschiedene Intervall- 
werte Az erhaltenen Kurvenwerte y eine einfache Beurteilung der bei bestimm- 
_ter erforderlicher Genauigkeit noch zulassigen Intervallgr6Be erlaubt. So ist es 
beispielsweise angezeigt, am Anfang der Schwingung mit kleinen Intervallen 
zu beginnen, weil die Randbedingung (20a) mit der etwas weniger genauen 
Trapezformel abgeleitet wurde, wahrend fiir die Anwendung der Grundglei- 
chung (21), wenigstens fiir kleine Dampfung, die IntervallgréBe verdoppelt 
oder verdreifacht werden kann. 

Ein einfaches Zahlenbeispiel soll eine erste Beurteilung der erreichbaren 
Genauigkeit erlauben. Wir betrachten den einfachen Fall der ungedampften 
harmonischen Schwingung mit der Masse M und der Federkonstanten R. Mit 
c= M/R lautet die Schwingungsgleichung 


y"tcoy=0, (22) 
deren mathematische Lésung fiir y) = 0 und mit p = J/c sich zu 

y= Yq 00s pt 
ergibt. Fiir die Anwendung unserer Grundgleichung ergibt sich 


At? At? m2 
= —_- = (ip ees a) 5 SS 
A aad Ne 12n2’ 


a Pi, NO AP te tea ee | 


eA eo 
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_ wenn wir mit ” den Wert 


ress 
> padi ~ 2A 


bezeichnen. Die Grundgleichung (21) vereinfacht sich hier auf 


2—10y 
1l+y 


Vsti = Vn — Vm-1» 


_ wahrend andererseits die Voraussetzungen fiir die Randbedingung (20c): 


1—5y 
l+y 


Vie VA 


erfiillt sind. Wahlen wir z.B. n = 12, was einem Intervall von p At = 15° ent- 
spricht, so wird 
2-10y 


y = 0,00571158, 


= 1,931 850, 


und wir erhalten fiir den ersten Viertel der Schwingungsdauer die folgenden 
Werte y: 


x=pt= 0°: y=1,00000-y,  cosp#=1,00000 


15° 0,965 93 0,965 92 
30° 0,866 02 0,866 02 
45° 0,707 10 0,70711 
60° 0,499 99 0,50000 
ies 0,258 80 0,258 82 
90° 0,00002 0,00000; . 


- die Genauigkeit 148t praktisch nichts zu wiinschen iibrig. 


Verdoppeln wir die IntervallgréBe (n= 6), so ergeben sich mit y = 0,022 8463 
die Werte y zu 


te pt= 0°: y= 1,00000-y,; yp = 1,00000- y, 
30° 0,865 98 0,86292 
60° 0,499 86 0,489.26 
90° — 0,00025 — 0,018.54 


-auch diese Genauigkeit diirfte noch fiir die meisten praktischen Zwecke mehr 


als ausreichend sein. 
In der letzten Tabelle sind zum Vergleich auch die Werte yp eingetragen, 
die sich aus der Differenzenrechnung [Gleichung (13)] mit 


Vm+1 = Vm (2 =U y) — Vm-1 


ergeben. Der Unterschied in der Genauigkeit ist offensichtlich. 


ZAMP 1/5 
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Es sei noch darauf hingewiesen, daB wir mit der gefundenen Rekursions- 


formel 
2-—10y 
1l+y 


Vm — Vm-1 


Vm+1 — 


die Kreisfunktionen sin x und cos x berechnen kénnen, wahrend sich durch 
Umkehrung des Vorzeichens von y mit 


die hyperbolischen Funktionen sinh x und cosh x ergeben. 


Pp =hkonst. 


PLL EE 
Ld = konst. : 
eX 


b) Formdanderungsgleichungen 


Wir wahlen hier als Beispiel, um Anwendungsform und Genauigkeit zu 
zeigen, einen einfachen Balken mit konstanter Steifigkeit EJ, der durch eine 
gleichmaBig verteilte Belastung # und durch eine axiale Zugkraft N belastet 
sein soll (Fig. 6). Aus 

M=M,—Nn 
bzw. 
M' = Mi i+ Nn", 


wobei 7 die Durchbiegung bedeutet, und aus der Differentialgleichung der 
elastischen Linie 


; 
; 
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F erhalten wir mit My = — die Differentialgleichung fiir die Bestimmung des 
_ Biegungsmomentes M = y in der Form 


; fp yt p= 0. (23a) 


_ Unter Beachtung der in Fig. 5 gewahlten Koordinatenachsen und der Rand- 
_ bedingungen 


_ ergibt sich die mathematische Lésung mit 


= ule 
ET 
Zt 
ake cosh w * 
y w? i cosh wa }’ 


die fiir die Balkenmitte den Wert 


hetgues 2 “ 
Ym aw? (1 hor) 


annimmt. Wahlen wir beispielsweise w a = 2, so erhalten wir 


Vm = Mm, = 0,04589 p F. 
Die baustatische Lésung ist durch das Gleichungssystem (19) gegeben, wobei 
_ wir das negative Vorzeichen von y 


ee aes VANE 9 Ax® 
‘ieade a Duala 9 Mange 1 12 


zu beachten haben: 
=—Vmaa (1 — y) £m (2+ 107) — mgr (1 — y) = PAX? 


Wir wihlen absichtlich eine sehr grobe Teilung, 4x = a/2 = 1/4; damit wird 
fir w~a=2 


ee ae 
= Oo ae rE 0,083 33. 


Unter Beachtung der Randbedingung, y, = 0, und Ausniitzung der Symmetrie 
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brauchen wir nur zwei Gleichungen anzuschreiben 


| 
2,83333 y, — 0,91667 V¥_ = 0,0625 p /? : 
— 1,83333 y, + 2,83333 Vm = 0,0625 p 12, 
: 
: 


deren Auflésung (mit dem GauBschen Algorithmus) uns den Wert von 


Vm = My, = 0,04595 p 2? 


ergibt. Trotz der sehr kleinen Zahl der Felder Ax betragt der Unterschied gegen- 

iiber der genauen mathematischen Lésung nur 0,13%; die Genauigkeit des Ver- 
fahrens ist somit praktisch mehr als ausreichend. Bei einer Berechnung mit : 
endlichen Differenzen hatte der Fehler immerhin 2,7% betragen. : 
Eine zu Gleichung (23a) analoge Beziehung besteht fiir die Durchbiegun-— 
gen 7 : 
th i H Bi = T 


= 0: (23b) 


. Die beiden Gleichungen (23a) und (23b), die tibrigens die Mohrsche Analogie 
der Biegungslinie fiir den erweiterten Fall der Biegung mit Langskraft veran- 
schaulichen, sind nur fiir den Fall statisch bestimmter Lagerung direkt lésbar. 
Fiir statisch unbestimmt gelagerte Balken namlich besitzen wir in Gleichung 
(23a) nicht die Méglichkeit, die Elastizitatsbedingung, z.B. 74, = 0 bei starrer 
Einspannung, auszudriicken, wahrend wir in Gleichung (23b) das Belastungs- 
glied, namlich die sich auf die statisch unbestimmte Lagerung beziehenden 
Momente M,, nicht kennen. 

Eine dem Wesen nach mathematisch orientierte Lésung des Problems be- 
steht nun darin, da8 wir die beiden Gleichungen zu einer Differentialgleichung 
vierter Ordnung vereinigen : 


La) NG = Dn, (24) 


die wir baustatisch unter Beachtung der vier Randbedingungen durch ein fiinf- 
gliedriges Gleichungssystem losen kénnten. 

Die baustatisch orientierte Lésung dagegen besteht darin, da8 wir ein 
statisch bestimmtes Grundsystem einfithren und die iiberzdhligen GréBen, z.B. 
die Einspannmomente, durch die Elastizitatsbedingungen ermitteln. 

Damit erkennen wir aber die Méglichkeit, gewisse Differentialgleichungen 
vierter Ordnung mit Hilfe der Theorie statisch unbestimmter Tragwerke auf 
solche zweiter Ordnung zuriickfithren zu kénnen. Diese Méglichkeit diirfte 
auch in anderen Fallen als in unserem Beispiel zu einer willkommenen Verein- 
fachung der Rechnung fiihren. 


Pee Te ee Oe ee ee 


Vol. I, 1950. Numerische Liésung von Randwertproblemen mit Hilfe der Seilpolygongleichung 69 


c) Stabilitatsprobleme 


Wir beschranken uns hier auf eine kurze grundsatzliche Bemerkung. 
Beim beidseitig gelenkig gelagerten Druckstab (Eulerscher Grundfall) er- 
gibt sich aus dem Gleichgewicht zwischen inneren und auBeren Momenten mit 


eee 
ie 


_ die Differentialgleichung des Knickproblems zu 


Sia by m0 


mit den Randbedingungen y,4 = 0, yg = 0. 
Trotzdem die Differentialgleichung genau mit derjenigen der harmonischen 
Schwingung iibereinstimmt [Gleichung (22)], ist der dort verwendete Lésungs- 


_ weg hier nicht mehr anwendbar. Dies riihrt nicht nur von der Verschiedenheit 


. 


der Randbedingungen her, sondern ursachlich davon, daB hier die gesuchte 
-Unbekannte, die kritische Last P,,., im Koeffizienten c enthalten ist. 

Eine Lésung ergibt sich hier, indem wir in der Grundgleichung die Unbe- 
kannte c auf eine Seite bringen: 


ye 2 ns = VV OVO, VOmiad 


und die Ausbiegungen yy der rechten Seite als geschatzte Ausgangskurve auf- 


fassen; die Ausbiegungen y der linken Seite ergeben sich damit aus einem 


-normalen Seilpolygon. Die Stabilitatsbedingung y = yo liefert die gesuchte 


Y= 7 


Knicklast P,,. Damit ist der Zusammenhang unserer Untersuchungsmethode 
mit dem Verfahren der sukzessiven Approximation von ENGESSER-VIANELLO 


_hergestellt. 


Nun gibt es aber Stabilitatsprobleme, wie etwa das Kippen von Tragern 


_ mit I-Querschnitt, mit der Differentialgleichung 


mt a Mj 
Y je ? TC 


a 
ae p=9, 


_ bei denen sich eine einfache und iibersichtliche Lésung dadurch ergibt, daB wir 
_ das Approximationsverfahren nach ENGESSER-VIANELLO mit der baustatischen 
 Lésung der Differentialgleichung zweiter Ordnung nach Gleichung (19) kom- 
_ binieren}). 


1) F.Srisss1, Die Stabilitat des auf Biegung beanspruchten Tragers, Abh. Int. Ver. Briickenbau 


u. Hochbau 3 (1934). 
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6. SchluBbemerkungen 


Die hier im Uberblick gezeigte Anwendung der Seilpolygongleichung zur 
Lésung von Randwertproblemen ist erweiterungsfahig: Kombinieren wir zwei — 
Seilpolygone, so gelangen wir zu einer Lésung von Differentialgleichungen vier- 
ter Ordnung!) ; kreuzen wir zwei Gruppen von Seilpolygonen, so fiihrt dies zur 
Lésung von Platten- und Scheibenproblemen?). 

Trotz der Leistungsfahigkeit und Genauigkeit des hier vorgelegten numeri-_ 
schen Rechnungsverfahrens bleibt die Bedeutung der mathematischen Analysis — 
fiir Ausbildung und Praxis des Ingenieurs uneingeschrankt bestehen. Fiir die — 
Lésung vieler Probleme der Ingenieurpraxis aber sind direkt auf den Einzelfall — 
anwendbare numerische Methoden eine Notwendigkeit. Ich habe versucht, hier — 
eine solche numerische Methode zu skizzieren, die nicht eine grobe Ubersetzung 
der Analysis darstellt, sondern die auf eigenen Grundbegriffen der Baustatik 
und der Mechanik beruht und von der angenommen werden darf, daB sie auch 
in anderen Gebieten der Ingenieurwissenschaften gute Dienste wird leisten 
k6nnen. 


Résumé 


En traduisant la construction graphique du polygone funiculaire pour des 
charges verticales par l’équation du polygone funiculaire 


Vint 2 Van + Vinge = A, Bay") 


on peut résoudre numériquement avec trés grande précision des équations 
différentielles de la forme 


y"+by'+cy+F(x) =0 


en les transformant simplement en un systéme d’équations ternaires. La méthode 
est comparée a celle des quotients de différences finies. Différents modes d’ap- 
plication sont indiqués et illustrés par des exemples. 


(Eingegangen: 23. 9. 49.) 


1) F, Srtssi, Berechnung der Beulspannungen gedriickter Rechteckplatten, Abh. Int. Ver. Briicken- 
bau u. Hochbau 8 (1948). 


2) Cu.Dusas, Contribution & lV étude du voilement des téles vaidis, Diss. ETH., Mitt. Inst. Bau- 
statik, Heft 23 (1948). 
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Die zu einem Koordinatenwert gehérigen Auswahlregeln 
der Réntgeninterferenzen in verschiedenen Raumsystemen 


Von Pau Niece, ETH., Ziirich 


Bekanntlich ist durch E.v. FEDoRow und A.ScCHONFLIES die Lehre von den 
Raumgitterstrukturen entwickelt worden, lange bevor das Studium der Beu- 
gungserscheinungen von Réntgenlicht an Kristallen begann. Nach 1911 konnte 
es sich nur darum handeln, die geometrischen oder gruppentheoretischen Ergeb- 
nisse fiir die Kristallstrukturbestimmung nutzbar zu machen. Das geschah vor 
30 Jahren) durch eine explizite Darstellung der 230 Raumsysteme, vor allem 
aber durch die gleichzeitige erstmalige Aufstellung der sogenannten A uslischungs- 
gesetze in threr Abhdngigkeit von Raumsystemsymmetrie und Punktlage. Es wurden 
Bestimmungstabellen fiir die Raumsysteme entwickelt, d.h. angegeben, was fiir 
Regeln des Auftretens bzw. des Nichtauftretens von R6ntgeninterferenzen fiir 
die einzelnen Raumsysteme charakteristisch sind (Auslischungsgesetze). Die wei- 
tere Ausarbeitung dieses notwendigen Hilfsmittels erfolgte 10 Jahre spater durch 
E, BRANDENBERGER?). Obschon diese Gesetze bei der Strukturbestimmung stan- 
dig gebraucht werden, fehlt es oft an einer vollen Ausniitzung der Beziehungen. 
Selbst in den Internationalen Tabellen zur Kristallstrukturbestimmung?) wurden 
im Hauptteil nur die Ausléschungsgesetze fiir Punkte mit Symmetriebedingungen 
angegeben, obschon dem Wesen nach die Ausléschungsgesetze in erster Linie mit 
der symmetriebedingten allgemeinen Raumteilung verkniipft sind und nicht nur 
fiir Punkte spezieller Symmetriebedingung besondere Bedeutung erlangen. Fiir 
die Bestimmung der Koordinaten %, y, z des Basispunktes eines Gitterkomplexes 
wird folgendes Vorgehen oft zweckmaBig sein. Man fragt, ob es zur Bestimmung 
von ¥ Ausléschungen gibt, die unabhangig von y, z nur vom Koordinatenwert + 
abhangig sind, und versucht dasselbe fiir die Koordinate y unabhangig von + 
und z sowie fiir z unabhangig von vy, » festzustellen. 

Eine neue kondensierte Darstellung aller Raumsystemseigenschaften in Form 
einer matrizenahnlichen sogenannten Charakterentafel*) erleichtert die Ableitung 
auBerordentlich. Wir begniigen uns mit einem Beispiel, dem Raumsystem Dey 
in der Aufstellung der «Internationalen Tabellen». Die hier nicht naher zu er- 
lauternde Charakterentafel lautet: 


8 
Dsi, 


h o i! ill Tie te BG 
cer) 


| (Ole » 


eI 
~ 
=. 
D 


1) P. Niceut, Geometrische Kristallographie des Diskontinuums (Berlin 1918/20). 
) E. BRANDENBERGER, Z. Krist. 68 (1928). 
) 
) 


to 


3) Internationale Tabellen zur Bestimmung der Kristallstrukturen, Bd. I (Berlin 1935). 
4) Siehe: P. Nicexi, Acta cristallographica (1949). 
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Scharen Symmetrieelemente sind: 


(100)1 und (100)3 Gleitspiegelebenen mit c/2 als Gleitkomponente 
4 4 

(010), und (010) 1 Gleitspiegelebenen mit c/2 als Gleitkomponente 
2 


(001), und (001)1 Gleitspiegelebenen mit a/2 als Gleitkomponente 
2 


[100],1 [100])s [100]1 1 [100]1 3 Helikodigyren 
4 4 24 

[010],1 [010],s [010]1 1 [010] Digyren 
4 4 24 


Digyren. 


2 
& 
2 
ide 
4 


vole leo 


[001114 [001]s4 [001]1 + [001] 
4 4 42 
Ferner ergibt sich unmittelbar, daB der Strukturfaktor lautet: 


co; 
= 8. RAR ar La os 1 2a bz 


1. Glied 2. Glied 3. Glied 


Es sind Sinus- statt Kosinuswerte zu nehmen fiir das 


1. Glied 2. Glied 3. Glied, wenn jeweilen 
— (h + 1) bzw. 
ht l=, l= ip h=t 


ungerade sind. Es ist das Minuszeichen statt das Pluszeichen einzusetzen, wenn 
nicht alle drei Horizontalsummen der Zusatzgr6Ben als i,, ig, 7, gerade sind, oder 
mit andern Worten, wenn iiberhaupt Sinus- statt Kosinusglieder auftreten. (Es 
k6nnen sich hier nicht mehr als zwei Sinusglieder einstellen.) Eine in der Litera- 


| 


Daraus ersieht man, daB mit dem Symmetriezentrum als Nullpunkt folgende 


| 


tur!) angegebene Regel fiir die Wahl des Plus- und Minuszeichens gilt fiir den ge- 


wahlten Nullpunkt in einfachen Df, nicht allgemein, sondern ist sinngemaB durch 
eine der obigen analoge Formulierung zu ersetzen. 

Durch die Symmetriequalitaten wird der Raum in Ebenenscharen parallel 
(100), (010) und (001) und in Geradenscharen parallel [100], [010] und [001] zer- 
legt, die geometrische Orter von Punkten mit bestimmten Auswahlregeln sind. 
Hauptebenen und Hauptgeraden mit einfachen Ausléschungsgesetzen sind in 
einfachen orthorhombischen Raumsystemen nur diejenigen, die, mit dem Sym- 
metriezentrum als Nullpunkt, durch Punkte gehen, deren Koordinatenwerte 
lediglich die Zahlen 0, 1/2, 1/4, 3/4 enthalten, jedoch gleichgiiltig, ob sie einem 
Symmetrieelement entsprechen oder nicht. Es geniigt die Ebenen (100) , (100) 1/4, 
(010) 9, (010) 1/4, (001), (001)1/4 zu betrachten. Die Geraden ergeben sich als Schnitt- 
linien dieser Ebenen, wobei 0 als untere Kennziffer auch durch 1/2 und 1/4 durch 
3/4 ersetzt werden kann. 

(100), bedeutet Koordinate ¥ = 0, waihrend y, z beliebige Werte haben kén- 
nen; (010)1/4 bedeutet Koordinate y = 1/4, Koordinaten +, z beliebig usw. Nun 
ergeben sich die einfachen Regeln fiir die Punkte: 


x = 0, also auf (100),, dann fehlen Interferenzen, wenn i, = (h’+ 7) = ungerade; 
y = 0, also auf (010),, dann fehlen Interferenzen, wenn ig = | = ungerade; 
z = 0, also auf (001),, dann fehlen Interferenzen, wenn i, = h = ungerade. 


1) Siehe: P. Niceu1, Acta cristallographica (1949). 
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Fir += 1/4 muB i, + h=2h-4+1 ungerade sein, und somit, da 2h stets 
gerade ist, / ungerade. 

Fiir y = 1/4 muB ig + k = 1+ & ungerade sein. 

Fir z= 1/4 muB 21, + 1/= h + 1 ungerade sein, damit Interferenzen notwen- 
digerweise fehlen. 

Die Gerade [001)(1/4)9 ist Schnittlinie von (100)1/4 und (010), also gelten: 

Es fehlen Interferenzpunkte mit / = ungerade (keine Zusdtze zur Ebenen- 
| bedingung, da beide Zusatze gleich sind). 

; [010 ]o(1/4)-Punkte liegen auf (100), und (001)1/4, auch hier verlangen beide 
_ Ebenen die gleiche Bedingung h + / = ungerade fiir die Ausléschung. Diese Be- 
_ dingung gilt somit nicht nur fiir die Digyrenpunkte, sondern fiir viele andere 
Punkte. 

Punkte [001] ,, also Punkte 00z, liegen auf der Schnittlinie (100), mit (010),. 
Es fehlen fiir derartige Punkte somit Interferenzen, wenn (f+ /) und wenn / 
ungerade sind, es treten somit nur Interferenzen auf, wenn sowohl h wie / gerade 
sind. 

Die Weiterfiihrung und Verallgemeinerung wird keine Schwierigkeiten berei- 
ten; so sind die Symmetriezentren Schnittpunkte von (100), mit (010), und 
(001),, d.h. es fehlen Interferenzen, wenn (h + /) oder / oder h ungerade sind, 
d.h. es treten nur Interferenzen auf, wenn sowohl / gerade wie / gerade ist. 

Man kann fiir die Hauptpunkte die Ergebnisse in folgender kleinen Tabelle 
zusammenfassen : 


A 8 
(Akl) in Do, 


1/4 
oder oder oder oder 
3/4 


Ausléschungen, 
wenn folgende 
Gr6éBen ungerade 


(h + 1) l l 


Auch aus ihr laB&t sich unmittelbar fiir irgendeinen Hauptpunkt, ob durch Sym- 
metrie ausgezeichnet oder nicht, das zugehérige Ausléschungsgesetz zusammen- 
setzen: z. B. ergibt sich fiir 0, 1/4, 1/2 Ausléschung, wenn (h + 1) oder (k + /) oder 
h ungerade sind, d.h. es treten nur Interferenzen auf, wenn {h + /), (k + /) undh 
gerade sind, was notwendig verlangt: sowohl h wie k wie / gerade. Es erzeigt 
somit dieser Punkt ohne Symmetriebedingung eine sehr ausgesprochene Selek- 
tion. Allgemein treten fir oe diese Bedingungen (h + 1), (k + 1), h oder 1, die 
stets Ausléschungen ergeben, sofern nicht alle Indizes gerade sind, bei folgenden 
Kombinationen auf: 


x Vv 2 


0 oder 1/2 1/4 oder 3/4 0 oder 1/2 
1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 0 oder 1/2 
1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 1/4 oder 3/4 


Alle diese Gesetze beziehen sich im tibrigen auf beliebiges (hk /); fiir (0 J), 
(h 01), (kk 0) kénnen sich leicht ableitbar zusdtzliche Auswahlregeln ergeben. 
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Sofort lassen sich auch die allgemeinen Auswahlregeln fiir beliebiges 7 oder v 
oder z und fiir (2 k J) angeben. 
Es fehlen Interferenzen (4 k 1), d.h. A = 0, wenn 


fiir x gilt: — 4h # + i, = ganzzahlig ungerade, 
Tbbe Sy —4ky + ig = ganzzahlig ungerade, 
fuss —4l1z +4, = ganzzahlig ungerade. 


DaB die oben genannten Falle daraus resultieren, wenn fiir 7 oder y oder z= 0 
oder 1/4 eingesetzt wird, ist evident. 

Dem Kenner der Raumgittergeometrie wird es leicht fallen, zunachst wenig- 
stens fiir jedes einfache orthorhombisch-holoedrische Raumsystem vollstandige 
Tabellen der Ausléschungsgesetze fiir die Hauptpunkte zu konstruieren. 

Auch die Erweiterung auf Nebenpunkte (Koordinaten von 0, 1/4, 1/2, 3/4 
verschieden) bietet, wie oben fiir (hk /) dargetan, keine Schwierigkeiten. Nattr- 
lich ist zu beachten, daB fiir Leitzonen einzelne der Regeln allgemein gelten, zum 
Raumsystem gehéren und daher bei allen #-, y- wie z-Werten auftreten. Diese 
Regeln k6énnen natiirlich nicht zur speziellen Koordinatenbestimmung dienen. 
Andere ergeben, wie bereits erwahnt, schon fiir (hk 1) Vieldeutigkeiten, die je- 
weilen in Betracht zu ziehen sind. 


(Eingegangen: 10. 10. 49.) 


Varia — Miscellaneous — Divers 


Berichte tiber die Internationale Tagung fiir Kernphysik 
und Quantenelektrodynamik 


1. Tagung in Basel vom 5. bis 9. September 1949 


Die zur Diskussion stehenden Gebiete umfaBten 


1. Experimentelle Methoden der Kernphysik. —- Es wurde vorgetragen iiber: Ionisations- 
kammer, Zahlrohre, Szintillationszahler, Ionenquellen, Apparate zur Erzeugung von 
groBen Teilchenenergien, Pile. 


Fragen tiber die Theorie des Kernbaus. 
3. Neueste Entwicklung der Quantenelektrodynamik. 


Die Vortrage werden in einem besonderen Bericht als Supplement der Helvetica physica 
acta erscheinen. Uber die Hauptvortrage kénnen folgende Angaben gemacht werden. 


i) 


1. Experimentelle Methoden 


E. SEGRE (Berkeley) berichtete iiber die Verwendung der Elektronensammlung in der 
Ionisationskammer und machte Angaben iiber das Verhalten von Elektronen in Gas- 


mischungen (z. B, Edelgase und CO,), Ionisationskammern fiir spezielle Zwecke wurden er- 
wahnt. 


O. BuNemaAN (Harwell) besprach die Abschirmwirkung von Gittern, bei ebenen Ioni- 
sationskammeranordnungen fiir Elektronensammlung. 


B. PoNTECORVO (Harwell) diskutierte die Verwendung des Proportionalzahlrohrs fiir 
Energiemessungen bis zu 100 eV. Eigenschaften wie Gasmultiplikation, Anderung der 


ee 
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Arbeit pro Ionenpaar mit der Energie der Elektronen und der Energieauflosungsvermégen 
wurden diskutiert. 


Im Referat von H. DEN Hartoc (Amsterdam) wurden folgende Punkte behandelt: 
Wanderung der primar ausgelésten Elektronen zum Draht (time lag), Auflosungsvermégen 


fiir Koinzidenzen, Ausbreitungsmechanismus der Entladung, Zahlverluste bei hohen StoB- 


zahlen. 


O. R. Friscuw (Cambridge) behandelte in seinem Vortrage die Szintillationszahler. Als 
Vorteile dieser Nachweismethode gegeniiber dem Zahlrohr wurden erwahnt: GroBe Emp- 
findlichkeit fiir y-Strahlen, kurze Dauer der Einzelimpulse und daher hohe Sto®zahlen, 
gutes Auflésungsvermégen fiir Koinzidenzen. Lichtleitung zum Multiplier erméglicht Zahl- 
vorgange in starken Magnetfeldern und bei beschrankten Platzverhaltnissen; praktisch 
unbeschrankte Lebensdauer der MeBanordnung. Nachteile: Hoher Untergrund, Verwen- 
dung von gut stabilisierten Spannungen, breite Impulsverteilung fiir monochromatische 
Strahlung. 


Die vier ersten Hauptvortrage befaBten sich mit Nachweisapparaten fiir Korpuskeln 
und y-Quanten. Es war aus ihnen ersichtlich, da8 heute die experimentellen Nachweis- 
methoden und ihr theoretisches Verstandnis so weit entwickelt sind, daB fiir jedes Problem 
die geeignetsten Hilfsmittel ausgewahlt werden kénnen. 

A. G. Warp (Harwell) sprach iiber die Hochfrequenzionenquelle. Nahere Angaben tiber 
Gasreinheit, Erzeugung eines hohen Prozentsatzes von Atomionen, Gasdruck und Lebens- 
dauer wurden gemacht. Fiir die Giite der Ionenquelle ist das Herausziehen der positiven 
Ionen aus der Entladung ein entscheidender Punkt. 

E. M. McMILLAN (Berkeley) behandelte die Apparate zur Erzeugung groBer Teilchen- 
energien, und L. J. HawortH (Brookhaven National Laboratory) referierte speziell iiber 
das in Brookhaven im Bau befindliche Proton-Synchrotron (Kosmotron). McMiILLan 
schlug folgende Bezeichnung der verschiedenen Maschinen vor: 

Synchrotron: Beschleunigung von Elektronen durch Veranderung des magnetischen 
Feldes (Bahnradius konstant). 

Synchrozyklotron: Beschleunigung von Ionen durch Veranderung der Frequenz w der 
Hochfrequenzspannung (Bahnradius veranderlich, Magnetfeld H konstant). 

Betatron: Beschleunigung von Ionen durch Veranderung von m und H (Bahnradius 
konstant). 

Aus den beiden aufschluBreichen Referaten ging deutlich hervor, daB trotz der groBen 
Kosten und der technischen Schwierigkeiten, die beim Bau solcher Apparate eintreten, 
ihre Vollendung in nicht zu ferner Zukunft zu erwarten ist. Damit kann ein neuer Abschnitt 
in der kernphysikalischen Forschung, die eigentliche Nukleonenphysik, beginnen, indem 
es méglich wird, mit Energien zu operieren, die heute noch allein in den kosmischen Strahlen 
zur Verfiigung stehen. 

E. BRETSCHER (Harwell) berichtete iiber die Grundlagen der homogenen und der in- 
homogenen Pile und die Verwendung der Pile als MeBinstrument und als Neutronenquelle. 
L. KowarskI (Paris) machte in seiner Mitteilung einige Angaben tiber die Pile von Cha- 
tillon. 


2. Kerntheorie 


L. RosENFELD (Manchester) sprach iiber die Theorie der leichten Kerne. Sein Uber- 
blick streifte die vorliegenden theoretischen Versuche zum Kernbau, wobei klar wurde, 
daB heute noch keine ausreichende Theorie der Kernkrafte existiert. 


E. SeGr® (Berkeley) diskutierte die (n, p)-Streuung bei 45, 90 und 260 MeV und die 
(p, p)-Streuung bei 32 und 300 MeV. Phanomenologische Kraftepotentiale kénnen die 
Streuexperimente nicht befriedigend erklaren. Die Versuche tiber die kiinstliche Erzeugung 
von zt-Mesonen, tiber die E. M. McMILLAn (Berkeley) noch berichtete, zeigen, da die Vor- 
stellungen, die der Mesontheorie zugrunde liegen, der Wirklichkeit nicht widersprechen. 
In der Diskussion betonte W. HEISENBERG (G6ttingen) mit besonderem Nachdruck, da8 
viele Kerneigenschaften, wie vor allem das Auftreten einer Schalenstruktur (magic numbers), 
besser mit dem sogenannten Quasi-atomic-model erklart werden k6nnen. 
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3. Quantenelektrodynamtik 


- Der Vortrag von I. I. Rast (Columbia University) befaBte sich mit der Messung des 
anomalen magnetischen Momentes des Elektrons. Die Messungen sind heute bereits so 
prazis, daB die raumliche Ausdehnung der Ladung im Deuteron zu ihrer Deutung heran- 
gezogen werden muB. 

J. ScuwInGER (Harvard University) referierte in einem sehr interessanten Vortrage 
iiber die neueste Entwicklung der Quantenelektrodynamik. Seine Ausfiihrungen befaBten 
sich damit, da alle Singularitaten der Quantenelektrodynamik sich entweder allgemein 
als Selbstenergie oder als Selbstladung darstellen lassen oder mit Hilfe des Postulates der 
Eichinvarianz eliminiert werden kénnen. In der Diskussion betonte W. Pautt (Ziirich), 
da8 in den Regeln, nach welchen mit divergierenden oder unbestimmten Ausdriicken ge- 
rechnet wird, ein physikalischer Gehalt verborgen sein miisse, der iiber die bestehende 
Theorie hinausweist. P. Huber und M. Fierz 


2. Tagung in Como vom 11. bis 16. September 1949 
Hohenstrahlung 


War der erste Teil des Internationalen Kongresses fiir Kernphysik, Quantenelektro- 
dynamik und Héhenstrahlung — zumindest was die Experimentalphysik anbetrifft — vor- 
nehmlich meBtechnischen und apparativen Fragen gewidmet, so bot der zweite, der 
Hohenstrahlung gewidmete Teil Einblick in die grundlegendsten Probleme, die heute den 
Physiker beschaftigen. : 

Im Brennpunkt seines Interesses steht die Frage nach der Natur der Elementarteilchen 
und ihrer Wechselwirkung, deren Beantwortung die Lésung des Ratsels der Kernkrafte 
bedeuten wiirde. Experimentell kann man zur Lésung dieser Frage beitragen, indem man 
die Teilchen, z.B. in StoBprozessen, bei méglichst hohen Energien in Wechselwirkung 
bringt. 

Wir wissen heute, da8 beim ZusammenstoB schwerer, relativ stabiler Teilchen 
(Nukleonen) leichte, unstabile (Mesonen) entstehen kénnen, wenn die Energie der Relativ- 
bewegung gentigend groB ist. Die laboratoriumsmaBige Beschleunigung auf solche Energien 
steckt noch in ihren Anfangen, wahrend uns in der Héhenstrahlung geniigend energetische 
Teilchen standig zur Verfiigung stehen. Deshalb erganzt die Héhenstrahlungsforschung die 
Kernphysik von der Seite der hohen und héchsten Energien her, die fiir die anfangs 
erwahnte Frage besonders wichtig sind. 

Durch welchen Beschleunigungsmechanismus erreichen die Primarteilchen der kosmi- 
schen Strahlung die ungeheuren Energien, mit denen sie in die Erdatmosphare einfallen ? 
E. FERMI (Chicago) vermutet, da8 die Primarstrahlung aus dem MilchstraBenraum kommt 
und durch interstellare wandelnde Magnetfelder beschleunigt wird, wahrend sie nach dem 
Referat von H. ALFEN (Stockholm) aus der Sonne stammen soll und durch geeignete Ma- 
gnetfelder herumgefiihrt wird, die sie auch am Verlassen des Sonnensystems verhindern. 
E. Baccr (Hamburg) trug iiber seine mit L. BreERMANN ausgearbeitete Theorie vor, die 
einerseits fiir die Sonne einen detaillierten Beschleunigungsmechanismus vorschlagt, bei 
dem die Sonnenflecken zusammenwirken, andererseits aber annimmt, daB auch andere 
Fixsterne Quellen der Primarstrahlung sind. 

Die Hohenstrahlung hat eine vor allem in Abhangigkeit von der Hohe iiber dem Meeres- 
spiegel wechselnde, sehr komplexe Zusammensetzung. J. CLay (Amsterdam) referierte 
uber letztere. Aus der Analyse der Zusammensetzung kann man Schliisse iiber das Schick- 
sal (Erzeugung, Zerfall) der beteiligten Teilchen ziehen. 

Einen besonderen Auftrieb hat die Erforschung der Héhenstrahlung durch die Technik 
der photographischen Emulsionen erhalten. Diese gipfelte vor etwa einem Jahre in der 
Herstellung von Spezialemulsionen, die durch alle geladenen Teilchen, unabhangig von 
deren Energie und Masse, entwickelt werden. Setzt man solche Emulsionen der Héhen- 
strahlung aus, so beobachtet man die durch Kernexplosionen hervorgerufenen «Sterne». 
In den neuesten Platten sind nun in den meisten Sternen neben den dicken, von Kern- 
triimmern hervorgerufenen Spuren auch diinne Spuren zu beobachten, die man Teilchen 
relativistischer Energie zuordnen muB8. Die letzten Untersuchungen befassen sich mit der 
Identifizierung, Anzahl je Stern, Winkelverteilung usw. dieser Spuren, so die Referate von 
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C.F. PowEtt (Bristol), L. Leprince-Rincuet (Paris) und M. Cosyns (Briissel). Das Ar- 
beiten mit solchen Platten stellt aber eine groBe Reihe von Problemen, deren Lésung allein 
die Vertrauenswiirdigkeit der Ergebnisse gewdhrleisten kann (Referat von G. P. S. 
OccHIALINI, Briissel, und Kurzreferate seiner Schiiler). 

Die soeben erwahnten, in Platten beobachteten Ereignisse sind engstens verknipft 
mit den wohlbekannten groBen Schauern, die bisher meistens mit Zahlrohren untersucht 
wurden. L. JANossy (Dublin) referierte umfassend iiber die in Luftschauern auftretenden 
durchdringenden Teilchen, P. M. S. Blackett (Manchester) iiber Untersuchungen durch- 
dringender Schauer mit der Wilsonkammer. 

Es 1aBt sich zeigen, daB zumindest ein GroBteil der in den Kernexplosionen beobachteten 
Teilchen Mesonen sind. Dies fiihrt zur Frage, ob bei einem StoB zwischen Nukleonen jeweils 
nur ein oder auch mehrere Mesonen zugleich entstehen kénnen. W. HEITLER (Ziirich) und 
L. JANossy vertreten den ersteren Standpunkt, wahrend W. HEISENBERG (Géttingen) 
die Mehrfacherzeugung vorzieht. Die Entscheidung dieses wichtigen Diskussionspunktes 
bleibt der Zukunft vorbehalten. 

Die Hoéhenstrahlenforschung hat in den letzten Jahren die Anzahl der bekannten Ele- 
mentarteilchen wiederholt erhéht; die Existenz zweier verschiedener Mesonarten wurde 
sichergestellt. Andere Mesonen, wie z. B. das sogenannte t-Meson, welches rund 1000 
Elektronenmassen besitzt, erschienen bisher den Experimentatoren in oft veranderter 
Gestalt, so daB an ihrer Existenz zu zweifeln war. Neuere Versuche von R. B. BRoDE 
(Berkeley) und Mitarbeitern zeigen Hinweise auf die Existenz eines schweren Mesons; 
dagegen lieferten die Messungen von C. FRANZINETTI (Bristol) und S. RosENBLUM (Paris) 
auf dem Jungfraujoch keine Anhaltspunkte fiir das Vorkommen dieser oder noch schwererer 
Teilchen, wie sie z.B. von russischer Seite vorgeschlagen wurden. Der Sachverhalt bleibt 
hiermit vorderhand unverandert. V. L.Telegdi 
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The Physical Principles of Gas Liquefaction and Low Temperature Rectifica- 
tion. By M. Davies (Longmans, Green & Co, London, 1949). 205 pp., 88 Figs.; 25s. 


Die Erzeugung tiefer Temperaturen und ihre Anwendung gewinnen in neuerer Zeit so- 
wohl in den wissenschaftlichen Laboratorien wie auch in der Praxis fortwahrend an Be- 
deutung. Die vorliegende Neuerscheinung ist daher sehr zu begriiBen. Der Verfasser er- 
lautert in eingehender und leicht verstandlicher Weise die thermodynamischen Grundlagen 
der Gasverfliissigung. Die praktisch bedeutsamen Verfahren zur Verfliissigung und Rekti- 
fikation von Gasen, hauptsachlich der Luft, und die dazu notwendigen Apparaturen 
werden beschrieben und miteinander verglichen. Zahlreiche Tabellen, Diagramme und 
numerische Berechnungen konkreter Beispiele machen das Buch vor allem fiir den Prakti- 
ker zu einem sehr brauchbaren und willkommenen Nachschlagewerk. Der Text ist leicht 
lesbar und durch viele historische Angaben bereichert. Auch dem Nichtfachmann wird das 
Buch viele wertvolle Kenntnisse vermitteln. G. Busch 


The practical Application of Acoustic Principles. By D. J.W.Curtvm (E. & F. 
N. Spon Ltd., London, 1949), 200 pp.; 16s. 


Das vorliegende Buch verfolgt den Zweck, dem Baufachmann die Grundlagen schall- 
technisch richtiger Baukonstruktionen zu vermitteln, wobei der Autor versucht, das nicht 
immer leicht iibersichtliche Gebiet der Raum- und Bauakustik in zusammenhangender, lo- 
gischer Form zur Darstellung zu bringen. Da das menschliche Ohr bei jeder bauakustischen 
Uberlegung nicht auBer acht gelassen werden darf, miissen naturgema8 auch hérphysio- 
logische Betrachtungen angestellt werden, und das Buch beginnt mit einem Kapitel uber 
Lautstévken; dabei wird der auBerordentlich komplizierte Zusammenhang zwischen dem 
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physikalischen Reiz und der physiologischen Empfindung sehr hiibsch geschildert, und es 


wird auch auf die eminente, praktische Wichtigkeit der Verdeckungseffekte aufmerksam : 
gemacht. Zur Raumakustik tibergehend, werden die Begriffe N. acbhall und Echo diskutiert, — 


wobei man aber die so niitzliche und so notwendige scharfe Trennung in geometrische, 
statistische und wellentheoretische Behandlung der raumakustischen Probleme vermiBt. Als 


Einleitung fiir die Behandlung der Schallisolation (Bauakustik) wird gezeigt, daB sich — 


schalldammende Konstruktionen grundsatzlich als TiefpaBfilter darstellen lassen, was sehr 
anschaulich und klar ist. Leider werden aber die elastischen Eigenschaften der besonders 


fiir Kérperschalldimmungen verwendeten Materialien nur sehr summarisch und fur die — 


praktische Anwendung in wenig geeigneter Form behandelt. Sehr gut zur Darstellung 
kommt der Unterschied zwischen AbsorptionsmaBnahmen und Dammungsma8nahmen bei 
der Larmbekampfung. 

AnschlieBend werden in weitern Kapiteln die schalltechnischen Eigenschaften der 
wichtigsten Bauelemente beschrieben. Bei den Wdanden wird auf den einfachen Zusammen- 
hang zwischen Schalldammung und Wandgewicht hingewiesen, auf den zuerst deutsche 
Forscher aufmerksam wurden und der erst verhaltnismaBig spat in der angelsachsischen 
Literatur beriicksichtigt wurde. Man vermiBt die Unterscheidung zwischen effektiver und 
spezifischer SchalldAammung; die sehr zahlreichen Tabellen ersetzen die etwas liickenhafte 
Darstellung der grundsatzlichen Faktoren nicht. Bei den Boden werden Bauweisen ange- 
fiihrt, die bei uns weniger gebrauchlich oder sogar unbekannt sind. Es werden wohl viele 
konstruktive Details erwahnt, der Praktiker wird aber Miihe haben, die groBe Linie, die 
im Grunde genommen fiir alle diese Konstruktionen ma8gebend ist, zu erkennen. Auch 
hier waren klarere Angaben iiber die elastischen Eigenschaften von Isoliermatten usw., die 
schlieBlich iiber die Giite der Trittschalld4ammung eines schwimmenden Bodens entschei- 
den, wertvoll. Fir schalldimmende Tiiven werden eine ganze Anzahl interessanter kon- 
struktiver Einzelheiten angegeben, die klar erkennen lassen, daB es sich dabei um ein aus- 
gesprochenes Spezialgebiet handelt, fiir das es viel Erfahrung und Wissen braucht; das- 
selbe gilt fiir die schalldammenden Fenster. Sehr gut ist die Behandlung der Ventilations- 
systeme ; hier findet man alle wesentlichen grundsatzlichen Uberlegungen und Angaben, die 
der Konstrukteur fiir die schalltechnische Beurteilung braucht. 

In einem besondern Kapitel werden die Kinos behandelt. Dabei ist auffallend, daB der 
Schwerpunkt der Behandlung auf der Nachhallzeit liegt und z. B. iiber die mindestens 
ebenso wichtige Raumform nur ganz allgemein und wenig spezifische Ausfiihrungen zu 
finden sind. Der Einflu8 der Raumform auf die Raumakustik wird in einem weitern 
Kapitel etwas naher behandelt, das der Akustik kleiney Réwme gewidmet ist. Hier werden 
die modernen polyzylindrischen Wandbehandlungen erwahnt. 

Es folgt ein Kapitel tiber den akustischen Absorptionskoeffizienten, wobei sehr klar und 
richtig erklart und begriindet wird, daB dieser praktisch so bequeme Begriff im Sinne der 
Sabineschen Definition gar nicht existiert. Der Autor verzichtet daher richtigerweise auf 
die Beilage langer Tabellen von Absorptionskoeffizienten, wie man sie haufig in alteren 
Akustikbiichern findet. Er zeigt dagegen eine Serie sehr gut ausgewahlter typischer Fre- 
quenzkurven verschiedener Schallschluckanordnungen und zieht den richtigen SchluB, daB 
fiir die Erzielung guter Resultate eine groBe Dosis von Erfahrung notwendig ist und 
da solchen -Me8resultaten mehr qualitativer als quantitativer Charakter zukommt. 
Die Behauptung, da® dies nur fiir die absolute GréBe des Absorptionskoeffizienten 
gelte und in viel geringerem Mae fiir den relativen Frequenzgang, scheint immerhin 
etwas gewagt! 

Das Buch stellt zweifellos einen wertvollen und niitzlichen Beitrag zum akustischen 
Schrifttum dar. Wenn schon an einigen Orten ein klareres Herausschalen der grundlegen- 
den akustisch-physikalischen Prinzipien wiinschbar gewesen ware, so bringt es doch eine 
Fiille von Material und Gedanken, die sehr anregend sind. W.Furrer 


Differential Equations. By H.W. Reppick (John Wiley & Sons, New York, 1949) ; 
288 pp., 22 Figs.; $3.00. 

Dieses in erster Linie fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften geschriebene Lehr- 
buch befaBt sich im wesentlichen mit den elementaren Integrationsmethoden der gewéhn- 
lichen Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung. Diese Methoden werden in 
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1 klarer und natiirlicher Weise auseinandergesetzt und ihre praktische Handhabung durch 


geschickt ausgewahlte Beispiele aus Physik, Chemie und Technik eingetibt. Erganzt durch 
zahlreiche Ubungsaufgaben entsteht so ein vollstandiger Uberblick tiber die Differential- 
gleichungen, die elementar gelést werden kénnen. Das Buch verlangt vom Leser nur die 


grundlegenden Kenntnisse aus der Differential- und Integralrechnung. 


Entsprechend seinem elementaren Charakter verzichtet das Buch auf die Herleitung 
von Existenztheoremen und auf die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Eigenwertprobleme werden nicht behandelt. Von den durch Differentialgleichungen defi- 
nierten transzendenten Funktionen sind nur die Bessel-Funktionen kurz eingefiihrt. Der Ver- 
fasser benutzt fiir die Integration der linearen Differentialgleichungen die Methode der 
Differentialoperatoren, ohne aber auf die besonderen praktischen Vorteile der Operatoren- 
rechnung (Einarbeitung der Anfangsbedingungen, Lésung von Ausgleichsproblemen usw.) 
einzugehen. : 

Inhalt: 1. Grundlagen; 2. Die Differentialgleichung einer Schar von Funktionen; 
3. Differentialgleichungen erster Ordnung; 4. Lineare Differentialgleichungen mit kon- 
stanten Koeffizienten; 5. Einige spezielle Gleichungen héherer Ordnung; 6. Systeme von 
Differentialgleichungen; 7. Die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung; 
8. Loésungen durch Reihenansatze. E. Stiefel 


Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichtentibertragung. Von K. Ktpr- 
MULLER (Verlag S. Hirzel, Ziirich 1949). 386 S., 474 Abb.; sFr. 32.—. 


Die neuere Entwicklung der Nachrichtentechnik ist durch die ausgesprochene Ver- 
wendung von Impulsen gekennzeichnet. Es ist dabei vor allem an das Fernsehen, die 
Radartechnik und die verschiedenen Verfahren der Impulsmodulation zu denken. Bei der 
tonfrequenten Ubertragung stand die Betrachtung der Vierpoleigenschaften in bezug auf 
Dampfung an erster Stelle. Es sind namentlich die Filter-Reaktanzvierpole sehr eingehend 
behandelt worden. Neben den Untersuchungen der stationaren Eigenschaften sind die 
Fragen nach den Einschwingvorgangen verhaltnismaBig wenig bearbeitet worden. Nur 
bei sehr langen Ubertragungswegen haben die genannten Eigenschaften auch in der 
Telephontechnik groBe Bedeutung. Die korrekte Ubertragung von Impulsen verlangt hin- 
gegen die vollstandige Kenntnis des Ubertragungsvierpols, d.h. sein komplexes Uber- 
tragungsmaB und damit den Einschwingvorgang. 

Das vorliegende Werk versucht nunmehr diese Zusammenhange zwischen Amplituden- 
verlauf, Phasenverlauf und Einschwingvorgange aufzuzeigen. Das soll schon im Titel 
«Systemtheorie» zum Ausdruck kommen. Es werden vorerst drei Grundfunktionen, die 
Sprung-, StoB- und Schrittfunktion genauer angesehen, welche den weitern Betrachtungen 
zugrunde liegen. Der EinfluB des Phasenmafes und des Amplitudenverlaufes wird an Hand 
von typischen Beispielen rechnerisch verfolgt. Auf Grund solcher Einzelergebnisse, welche 
in einer Tabelle iiber verschiedene Einfliisse Aufschlu8 geben, kann man in tibersichtlicher 
Weise ein Bild iiber die allgemeinen Zusammenhange gewinnen. Die Behandlung erfolgt 
ausschlieBlich durch die Verwendung der Fourierschen Integraltransformation, wobei die 
Integration praktisch ausschlieBlich im Reellen durchgefiihrt wird. Die Art der Behandlung 
hat den Vorteil, daB mit geringem mathematischem Aufwand und auch geringen mathe- 
matischen Vorkenntnissen die fiir die Nachrichtentechnik wesentlichen Eigenschaften 
erfaBt werden kénnen. Auf der andern Seite ware es auBerordentlich wiinschenswert, die 
allgemeinen Theorien iiber die genannten Zusammenhange naher beleuchtet zu sehen, 
d.h. den AnschluB mit den bekannten Theorien von Bove herzustellen, welche als Aus- 
gangspunkt lediglich die Eigenschaft der Ubertragungsfunktionen als analytische und 
positive Funktionen besitzen. Die letztere Methode ist wesentlich schwerer verstandlich 
und erfordert ein gréBeres mathematisches Riistzeug. Sie ist besonders niitzlich nur bei 
Verwendung von Netzwerken minimaler Phase. 

Neben den linearen Verzerrungen, wie Dampfungs- und Phasenverzerrung, werden in 
einigen Kapiteln die nichtlinearen Verzerrungen behandelt. In einem weitern Abschnitt 
sind die modulierten Systeme untersucht, wie die Amplituden- und Frequenzmodulation. 
Insbesondere ist dabei die Behandlung der Phasen- und Dampfungsverzerrungen bertick- 
sichtigt, ferner der Mehrfachempfang. Die Impulsmodulation wird verhaltnismaBig kurz 
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gestreift. In einem besonderen Abschnitt werden die Stérungen systematisch behandelt. 
Nach einer Klassifizierung verschiedener Stérungsarten wird der EinfluB bei der Amplitu- 
den-Frequenz und Phasenmodulation untersucht. Am Schlu8 des Buches findet sich ein 
Abschnitt iiber die Stabilitat von Stromkreisen und Reglern. Die Ausfiihrungen dartiber 
sind in Anbetracht der Bedeutung des Problemes sehr kurz gehalten. Es finden sich darin 
aber die wesentlichen Gedankengange. 

Das vorliegende Werk, welches sich vor allem durch seine tibersichtliche und souverane 
Behandlung der Zusammenhange zwischen Einschwingvorgangen und den stationaren 
UbertragungsgréBen, wie Amplitudenverlauf und Phasenverlauf auszeichnet, ist somit 
jedem bestens zu empfehlen, der sich*mit den heute so wichtigen Zusammenhangen der 
Nachrichtentechnik beschaftigt und ohne groBe mathematische Vorkenntnisse in das er- 
wahnte Gebiet eindringen will. Auf diesem Gebiet, welches erst in den letzten Jahren 
ein besonders groBes Interesse findet, bildet das vorliegende Werk wohl die erste zusammen- 
fassende Veréffentlichung in deutscher Sprache. Wertvoll sind ebenfalls die am SchluB 
des Buches angegebenen Literaturstellen, welche vor allem die deutsche Literatur beriick- 
sichtigen. H. Thiemann 


Ballistische St6érungstheorie unter besonderer Beriicksichtigung der Witterungs- 
einfliisse. Von R. SANGER (Verlag Birkhauser, Basel 1949). 226 Seiten, 49 Abb.; sFr. 14.50. 


In fremden Staaten, so besonders in Frankreich und in RuBland, gehdrt die intensive 
Beschaftigung mit den mathematischen Grundlagen des SchieBens seit jeher zu den besten 
Uberlieferungen der Artillerieoffiziere. Im Gegensatz dazu bringen es unsere Verhaltnisse 
mit sich, daB sich die Ausbildung der Offiziere meist auf das unerlaBliche MindestmaB von 
praktischen Kenntnissen beschranken mu8 und daB die hohe Mathematik im Unterricht 
nicht Platz findet. Dieser Zustand ist bedauerlich, denn der Beweis ist langst geleistet, daB 
solide theoretische Kenntnisse schlieBlich auch in der Praxis zu betrachtlichen Leistungs- 
steigerungen ftihren. 

Offiziere, die versuchen, durch Selbststudium ihre theoretischen ballistischen Kennt- 
nisse zu erhéhen, haben es bei der Auswahl geeigneter Literatur nicht leicht. Fir die- 
jenigen, welche von der Hochschule her tiber ein gutes mathematisches Riistzeug verfiigen, 
bildet das Buch des Chefs des Artillerie-Wetterdienstes, Oberstlt. R. SANGER, Professor an 
der ETH., ein vorziigliches Mittel der Weiterbildung. 

Die fiir den Laien méglicherweise etwas kompliziert erscheinenden Ableitungen bilden 
ein gutes Beispiel fiir die Anwendung mathematischer Theorien auf einem wichtigen Ge- 
biet der Praxis. 

Seit jeher verlangt die Artillerie ein Verfahren, welches erlaubt, WirkungsschieBen 
ohne EinschieBen oder mit auBerster Abkiirzung des EinschieBens durchzufiihren, doch 
scheiterte frither dieses Bestreben an den Mangeln der Vermessung und der Verfahren fiir 
die Ermittlung der meteorologischen Zustande. Heute stehen dank der Verbesserungen 
auf dem Gebiete der Optik und der Hochfrequenz diese unentbehrlichen Grundlagen meist 
zur Verfiigung. Der Verfasser hat sich nun die Aufgabe gestellt, die Auswirkungen der 
momentanen meteorologischen Zustande auf die Normalverhaltnisse, fiir welche die Flug- 
bahnkarten berechnet sind, exakt zu analysieren und hat diese Aufgabe mit Erfolg gelést. 
SANGER hat hier Pionierarbeit geleistet und sich mit seinen theoretischen Untersuchungen 
groBe Verdienste erworben. 

Das Buch, welches neben der mathematischen Theorie auch die praktische Auswertung 
der Resultate anschaulich zur Darstellung bringt, sei bestens empfohlen. 


R. von Wattenwyl 
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eine Reihe kurzet - 


; “Mathematiker- 


— Biographien 


Neben den wichtigsten Daten, einer 


Charakteristik der Pers6nlichkeit und 

der Wurdigung des Wetkes an Bei- 

spielen enthilt jedes Heft ‘mehrere 
Tilustrationen: * 


Bis jetzt sind erschienen: 


Jaxkos STEINER, par Dr L. Kollros, Professeur . 


a VE.P.F. (en langue francaise): Avec deux 
portraits et un fac-similé. 


LronHARD Ever, von Dr. R. Fueter, Pro- 
fessor an der Universitat Ztirich. Zwei Por- 
trats und ein Faksimile. 


Lupwic ScHLAFLI, von Dr. J. J. Burckhardt, 
Professor an der Universitat Ziirich. 2 Por- 
" trats, 2 Strichzeichnungen und 1 Faksimile. 
Jost BURGI UND DIE LOGARITHMEN, von Dr. 
E, Voellmy, Basel, Ein Portrat und)zwei Wie- 
dergaben der ersten Logarithmentafeln aus 
dem Jahre 1620. 
JoHANN und Jakos BERNOULLI, von Dr. J.O. 
Fleckenstein, Privatdozent an der Universitat 
Basel, Zwei Portrats, zwei Faksimiles und 
vier Strichzeichnungen. 
EvARISTE GALors, par Dr L. Kollros, Profes- 
seur 4 )’E.P.F. (en langue frangaisé). Avec un 
portrait et un fac-similé, 
N,H. Apert, von Dr. Oystein Ore, Prof, an der 
Yale University, New Haven. In Vorbereitung 


Jedes Heft hat einen Umfang von 
24 Seiten und kostet Fr. 3.50. 
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VERLAG. BIRKHAUSER BASEL 
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Im Rahmen der Beihefte sir Zeitschrift , 
«Elemente der Mathematik». erscheint 


Ziel des Physik Verlages ist es, 
die Kenntnis von den Proble* — 
men und Ergebnissen der phy- 
sikalischen Wissenschaften- zu 
verbreiten und sichtbar zu ma- 
chen, welche Stellung die Phy- 
sik in der Geschichte des 
menschlichen Geistes einnimmt 
und welche Bedeutung ihr fur: 
die akuten Probleme unserer — 

Generation zukommt. 
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Monatsschrift fiir Grundfragen und 
Randprobleme der Physik. Jahres- 
bezugspreis DM 24.— ($ 5.75) : 


PHY STRALIS Ci 
SCHRIFTEN 


Hine Schriftenteihe abgeschlossener 

Hinzelprobleme, Heft 1, W. KossEt ‘ 

Zur Darstellung der Elektrizitats- 
lehte. 
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